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2 PRESENTATION DES TRAVAUX

0. INTRODUCTION

Nos travaux portent essentiellement sur la théorie de I'indice et ses applications. Ils
peuvent étre regroupés en trois parties: les formes éta et les formes de torsion analytique
holomorphe ou réelle; les genres elliptiques; le développement asymptotique du noyau de
Bergman généralisé sur les variétés symplectiques. Dans les trois Sections suivantes sont
présentés les résultats principaux. Ces trois Sections sont suivies d’une bibliographie.

En 1944, S. S. Chern [79] a démontré le théoreme de Gauss-Bonnet en toute dimension
par une méthode intrinseque. Dix ans plus tard, Hirzebruch [95] a généralisé le théoreme
classique de Riemann-Roch en toute dimension, et Grothendieck [64] a obtenu une version
en famille du théoreme de Hirzebruch, en introduisant une théorie nouvelle: la “K-
Théorie” des fibrés algébriques. Atiyah et Hirzebruch [31] ont ensuite développé la
K-Théorie pour les fibrés vectoriels ¥*°. La K-théorie topologique permet de poser de
maniere adéquate le théoreme de l'indice des opérateurs elliptiques. Finalement, en
1963, Atiyah et Singer [34] ont énoncé leur théoreme de l'indice. Ce théoreme unifie le
théoreme de Gauss-Bonnet-Chern et le théoreme de Riemann-Roch-Hirzebruch.

Le théoreme de 'indice local pour un opérateur de type de Dirac de Patodi [118], Gilkey
[88], et Atiyah-Bott-Patodi [30], donne une solution a la conjecture des annulations fan-
tastiques de McKean-Singer [112] pour 'asymptotique de la supertrace du noyau de la
chaleur. Inspirés par les physiciens, plusieurs mathématiciens ont donné, dans les années
80, des preuves directes du théoreme de lindice local, Bismut [41], Getzler [86], [87],
Berline-Vergne [38], Yu [130], etc. Le théoreme de l'indice local donne une nouvelle ap-
proche du théoreme de I'indice lui-méme. Les techniques de démonstration permettent de
donner des extensions du théoreme d’Atiyah-Singer. On peut ainsi démontrer le théoreme
d’Atiyah-Patodi-Singer pour les variétés a bord [33], ou I'invariant éta d’Atiyah-Patodi-
Singer donne la contribution du bord.

En 1985, Quillen [120] a introduit les superconnexions, qui généralisent les connexions
pour les fibrés vectoriels Zo-gradués. Bismut [42] a défini rigoureusement le représentant
du caractere de Chern d’un fibré vectoriel de dimension infinie pour une famille d’opérateurs
de Dirac a 'aide de I'opérateur de la chaleur pour la courbure de certaines supercon-
nexions. En particulier, en introduisant la superconnexion de Levi-Civita, Bismut a
établi son théoreme de I'indice local relatif qui raffine le théoreme de I'indice des familles
d’Atiyah-Singer [35] au niveau des formes différentielles. Dans ce formalisme, il est na-
turel de transgresser les formes de Chern en dimension infinie comme on le fait pour les
formes de Chern en dimension finie.

Pour une famille d’opérateurs de Dirac, on obtient les formes éta de Bismut-Cheeger
[50] par transgression des formes de superconnexion de Bismut; dans le cas holomorphe,
par double transgression a la Bott-Chern, on trouve les formes de torsion analytique
holomorphe de Bismut-Gillet-Soulé [54] et de Bismut-Kéhler [58].

Pour les fibrés vectoriels plats, Bismut et Lott [60] ont aussi établi une version 4> du
théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck (R.R.G.). Par transgression, on construit les
formes de torsion analytique réelle de Bismut-Lott [60]. Dans tous les cas, ce sont des
formes différentielles sur la base de la fibration considérée. En particulier, la partie de
degré 0 des formes de torsion analytique holomorphe ou réelle est la torsion analytique
holomorphe ou réelle de Ray-Singer [121], [122], qui est un déterminant renormalisé du
Laplacien. La partie de degré 0 des formes éta de Bismut-Cheeger est l'invariant éta
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d’Atiyah-Patodi-Singer [33], qui mesure la symétrie du spectre d’un opérateur elliptique
auto-adjoint.

Ces constructions peuvent s’interpréter dans le cadre de théories des classes sec-
ondaires, qu’elles soient topologiques ou analytiques. Du point de vue de la K-théorie
topologique, les invariants primaires sont l(is classes caractéristiques comme la classe de
Chern, la classe de Todd ou la classe du A-genre, qui sont apparues dans le théoreme
d’Atiyah-Singer, les invariants secondaires sont des classes de Chern-Simons [80], les
classes de Bott-Chern [69], [54], et les courants de Bott-Chern [56], [45] qui raffinent ces
classes caractéristiques. Du point de vue analytique, 'indice d’'un opérateur elliptique
apparait comme un invariant primaire. Les formes éta et les formes de torsion analy-
tique holomorphe ou réelle sont des invariants secondaires. En particulier, les formules
de transgression nous donnent des raffinements du théoreme de I'indice relatif au niveau
secondaire.

En général, on définit les invariants primaires ou secondaires ci-dessus a 'aide de
données géométriques comme des métriques ou des connexions. Les invariants primaires
ne dépendent pas du choix de ces données géométriques, mais les invariants secondaires en
dépendent. Plus généralement, les invariants primaires sont naturellement fonctoriels,
c’est a dire qu’ils sont compatibles a la composition des applications. Un probleme
naturel et intéressant est de savoir comment les invariants secondaires dépendent du
choix des données géométriques, et plus généralement, de déterminer leurs propriétés
fonctorielles. Une fois démontrées, ces propriétés fonctorielles nous aident aussi a élucider
la nature de ces invariants.

Ces invariants secondaires apparaissent naturellement dans d’autres théories. Les
formes eta de Bismut-Cheeger apparaissent aussi comme la contribution du bord au
théoreme de l'indice des familles pour les variétés a bord [51], [52], [113]. En degré 0, la
torsion analytique holomorphe intervient dans la construction de la métrique de Quillen
[119], [55]. Plus généralement, les formes de torsion analytique holomorphe sont utilisées
pour la construction de I'image directe en géométrie d’Arakelov [90].

Notre these et une grande partie de nos travaux sont consacrés a 1’établissement des
propriétés fonctorielles des formes éta et des formes de torsion analytique holomorphe
ou réelle.

Comme nous 'avons indiqué plus haut, nous avons consacré d’autres travaux aux
genres elliptiques. Formellement, les genres elliptiques sont des indices équivariants
d’opérateurs de Dirac sur les espaces de lacets. Nous nous concentrons surtout sur les
propriétés de rigidité de Witten.

En géométrie complexe et symplectique, nos travaux portent sur le noyau de Bergman.
Les techniques de localisation analytique de la théorie de I'indice local nous permettent
d’établir I'existence du développement asymptotique du noyau de Bergman généralisé,
et d’en calculer les premiers coefficients.

Ce texte contient trois Sections. Dans la Section 1, nous nous intéressons aux invari-
ants éta et aux formes de torsion analytique holomorphe ou réelle. La Section 2 est
consacrée aux genres elliptiques. La Section 3 concerne le développement asymptotique
du noyau de Bergman généralisé.
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1. FORMES DE TORSION ANALYTIQUE, INVARIANTS ETA

Dans cette Section, nous expliquerons nos travaux sur la théorie de I'indice local, en
particulier sur les formes éta et les formes de torsion analytique. Une référence générale
de ce sujet est I'article de revue de Bismut [48].

Cette Section est organisé de la fagon suivante. Dans la Section 1.1, nous rappelons
des idées principales de la preuve du théoreme de 'indice local relatif, et nous montrons
que les formes éta sont des classes de Chern-Simons en dimension infinie. Dans la Section
1.2, nous présentons les résultats de notre these. Dans la Section 1.3, nous expliquons
nos travaux sur les formes de torsion analytique holomorphe, et sur ses généralisations au
cas équivariant. Dans la Section 1.4, nous décrivons nos travaux sur les formes de torsion
analytique réelle pour les fibrés plats, et sur leurs relations avec les formes éta tordues.
Dans la Section 1.5, nous discutons nos travaux sur 'indice analytique secondaire pour
les fibrés vectoriels plats munis d’'une structure de dualité. Dans la Section 1.6, nous
présentons nos travaux sur la torsion analytique de Ray-Singer pour les variétés a bord.

Dans cette Section, on utilise le formalisme des superconnexions comme dans [37,
§1.3-1.4]. Si E = E* ® E~ est un espace vectoriel Zy-gradué, on pose 7 = &1 sur E=.
Pour A € End(FE), la supertrace de A est alors définie par Trs[A] = Tr[TA].

1.1. Indices et Invariants spectraux secondaires. Soit X une variété € orientée
spinorielle compacte, de dimension paire 2/ et soit S(TX) = ST(TX)® S~ (TX) le fibré
des spineurs Zs-gradué associé a T X. Soit £ un fibré vectoriel complexe sur X.

Soit g7 une métrique riemannienne sur TX, et soit VI la connexion de Levi-Civita
de (TX, g™ ) de courbure R™X et soit V5(X) la connexion sur S(TX) induite par
VIX. On note c(-) Paction de I'algebre de Clifford de TX sur S(TX). Soit h® une
métrique hermitienne sur € et soit V¢ une connexion hermitienne sur (£, h%) de courbure
RS, Soit VITX)EE 1a connexion sur S(TX) ® ¢ induite par VITX) et V¢, On munit
€>(X,S(TX) ® €) du produit hermitien L? associé a g”* h®. Soit {e;}; une base
orthonormale de T'X. L’opérateur de Dirac D est un opérateur elliptique auto-adjoint
du premier ordre défini par la formule

(1.1) D:=> c(e,) VoI g (X, S*(TX)® &) — €°(X, ST(TX) ).

On note Dy la restriction de D & €°(X, S*(TX)®¢). Comme D, est un opérateur de
Fredholm, on peut définir son indice par

(1.2) Ind(D;) := dim Ker D; — dimKer D_.

L’indice Ind(D, ) ne dépend pas du choix des métriques et des connexions. C’est donc
un invariant topologique de X et &.

Pour énoncer le théoreme d’Atiyah-Singer, on introduit d’abord la classe fAl, la classe
de Todd et la classe de Chern.
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Définition 1.1. Soient

~ RTX JAmi
1. ATX,VTX) = det'/?
(13) (TX, V) 1= det (sinh(RTX/47Ti)) ’
RS
ch(f,vg) =Ty {exp(—f)} ,
20T
—R%/2im

Alors ces classes de cohomologie ne dépendent pas du choix des connexions. On note

~

A(TX),ch(¢), Td(€) les classes de cohomologie correspondantes dans H*( X, R).
Le théoréme d’Atiyah-Singer ! exprime Ind(D,.) & I’aide de ces classes caractéristiques,

Théoréme 1.2. ([34]).

~

(1.4) md(D,) = / A(TX) ch(e).

X

L’idée de McKean et Singer [112] est d’exprimer Ind(D,) a 'aide de 'opérateur de
la chaleur exp(—tD?) de D. Plus précisément, soit exp(—tD?)(z,2’) le noyau de la
chaleur associé & Popérateur exp(—tD?) pour la forme volume dvy(z'). La formule de
McKean-Singer dit que pour ¢ > 0, on a

(1.5) Ind(D,) = Tr,Jexp(—tD?)] = / Tr,lexp(—tD?)(xz, x)]dvx (z).
X
Il est bien connu qu'il existe a; € €°°(X,End(S(TX) ® E)) tel que pour tout k& € N,
quand t — 0, on a un développement asymptotique,
k
(1.6) exp(—tD?)(x,x) = Y aj(x)t/ " + O,
§=0
ou les a;(z) ne dépendent que de la géométrie locale pres de x. Si [ est une forme sur
X, on note [5]™* sa partie de degré 2] dans A(T*X).
On a alors le théoreme de I'indice local,

Théoréme 1.3. ([118], [30], [88], [41], [86], [87]). Dans (1.6), on a
(1.7) Trsla;(z)] =0 sij <,

Try[a(2)]dvx () = [A(TX, V) ch(g, V&)™,
En particulier, (1.7) implique (1.4).

On considere maintenant la situation en famille. Soit 7 : W — V une submersion
de variétés compactes de fibre X. Soit £ un fibré vectoriel hermitien sur W muni d'une
connexion hermitienne V¢. Soit g7* une métrique sur le fibré tangent relatif 7X pour
7. Alors on a une famille d’opérateurs de Dirac D¥ paramétrée par V. On définit ainsi
'indice analytique dans le groupe de K-Théorie K (V) de V,

(1.8) Ind(D¥) = [Ker DY — Coker D] € K(V).

10n peut obtenir le théoreme de I'indice pour un opérateur elliptique quelconque A partir du théoréme
de l'indice pour 'opérateur de Dirac par la K-Théorie [30].
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Le théoreme de lindice relatif d’Atiyah et Singer nous donne une formule coho-
mologique pour le caractere de Chern de Ind (D),

Théoréme 1.4. ([35]). Dans H*(V,R), on a
(1.9) ch(Ind(DX)) = /X A(TX) ch(6).

En 1985, Quillen [119] a introduit les superconnexions, qui généralisent les connexions
pour les fibrés vectoriels Zg-gradués. Bismut [42] a construit une superconnexion sur un
fibré de dimension infinie, qui lui a permis de donner une version locale du théoreme 1.4.

Décrivons brievement la superconnexion utilisée dans [42]. Bismut doit choisir un fibré
horizontal THW de TW tel que TW =TX ® THW . Soit PTX la projection de TW sur
TX. Pour U € TV, nous notons U# € THW le relevement de U tel que m,U% = U.
Alors la courbure T pour la fibration (7, T#W) est

(1.10) T(Uy,Us) = —PTX[UHE UL.

Le triplet (m, ™™, THW) définit alors une connexion canonique V¥ sur TX telle que

sa restriction le long de la fibre X est la connexion de Levi-Civita, et que pour U € TV,
1

(1.11) Vi = Lyn + §(QTX)_1(LUH9TX)‘

Pour b € V, on pose E, = €°(X,, S(TX) ® €|x,). Les Ej, sont les fibres d’un fibré

de dimension infinie E sur V' dont les sections > sont identifiées aux sections ¢ de

S(TX) ®f sur W. Si s € (goo(V, E), on pose
Lyud
(112) v = giroes, | Lurdox
2dUX

Alors V¥ est une connexion hermitienne sur £. La superconnexion de Bismut A,
(t > 0) sur A(T*V)®FE est définie par

1
1.13 A, = VitDX + VEY — ——_(T).
(1.13) % 4\/¥C( )

Alors A? est un opérateur elliptique d’ordre 2 le long de la fibre X agissant sur A(T*V)®E,
et I'opérateur de la chaleur exp(—A?) est un opérateur a trace. On note exp(—A?)(z, z’')
(z,2' € X3) le noyau € de exp(—A?) associé a dvx(z').

Désormais, on fixe une racine de i = v/—1. Soit ¢ : A(T*V) — A(T*V) donnée par
pa = (2im)~982/2q. Pour 3 une forme sur W, on note [3]™** sa partie de degré 21 dans
ANT*X).

Théoréme 1.5. ([42]). Pour t > 0, la forme ¢ Tr [exp(—A2)] est fermée, et sa classe
de cohomologie ne dépend pas de t, et est égale d ch(Ind(DX)) dans H*(V,R). De plus,

(1.14) lim ¢ Tr, exp(—A7) (z, @)l dvx (x) = [A(TX, V) ch(€, V)™,

Si Ker DX et Coker DY sont des fibrés vectoriels, alors la connexion V#* induit par

projection une connexion VX*P" sur Ker DX. Berline et Vergne [39] ont étudié la
convergence quand ¢ — oo.

Théoréme 1.6. ([39], [37, Chap. 9]).
(115)  lim o Trfexp(~A7)] = Trofexp(= V<P 2/2im)] = ch(Ind(DY), VK27,
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Dans [50], Bismut et Cheeger ont démontré la formule de transgression a la Chern-
Simons,

0 0A
(1.16) 5% Tr,[exp(—A?)] = —d Tr, {G—tt exp(—A?)} )
La forme éta de Bismut-Cheeger 77 [50] est une forme impaire sur V' définie par I'intégrale
suivante

+oo
(1.17) ni= (2m)—1/2/ ¢ Tr, [% exp(—Af)} dt.
0

Alors 7 vérifie une équation du type Chern-Simons,
(1.18) diy = / A(TX, V™) ch(€, V) — ch(Ind(DY), VK27,
X

Remarque 1.7. Si la fibre X est de dimension impaire, le fibré des spineurs S(7X)
n’est pas Zo-gradué, Bismut et Cheeger [50] ont également construit une forme éta 7 de
degré pair sur V, vérifiant I’équation suivante,

(1.19) dif = / A(TX,VT¥) ch(¢, VE).

La partie de degré 0 de 77, 1%, est I'invariant éta d’Atiyah-Patodi-Singer [33].

1.2. Formes de torsion analytique holomorphe I. Notre these. La torsion ana-
lytique holomorphe de Ray-Singer [122] est obtenue comme le déterminant généralisé de
I'opérateur de Laplace-Kodaira sur les fibrés vectoriels hermitiens sur une variété com-
pacte hermitienne. Les formes de torsion analytique holomorphe de Bismut-Gillet-Soulé
[54] et de Bismut-Kohler [58] sont des formes différentielles sur la base d'une fibration
holomorphe. La composante de degré 0 est la torsion analytique de Ray-Singer de la
fibre.

Soit m : W — V une submersion de variétés complexes de fibre compacte X, et
dim X = [. Soit ¢ un fibré vectoriel holomorphe sur W. On note J7#X la structure
complexe de Tr X sur le fibré tangent relatif Tr X .

On suppose que 'image directe R*m£ est localement libre. Alors R*m.£ est un fibré
vectoriel holomorphe sur V| et on peut identifier R*m.& a H(X,£|x), la cohomologie
du faisceau des sections holomorphes de ¢ le long de la fibre X. Alors le théoreme
de Riemann-Roch-Grothendieck (R.R.G.) nous donne une formule pour le caractere de
Chern de R°m.£,

(1.20) ch(R*m.&) = Z(—l)ich(Riﬂ*ﬁ) = / Td(TX)ch(§) dans H*(V,R).
- X

Pour établir le théoreme de I'indice local relatif correspondant, on va supposer que m
est une fibration kidhlérienne au sens de [54]. De maniere équivalente, il existe w une
(1,1)-forme réelle, fermée sur W dont la restriction a chaque fibre X définit une métrique
g™ = w(J™X. ) sur T X (par exemple, une forme kéihlérienne sur W). Soit h® une
métrique hermitienne sur &. Soient V¥, V¢ les connexions holomorphes hermitiennes
sur (T'X, g™™), (&, he).
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Soit (X, &), ) = (€%(Xp, AT*OVX) @ €|x,), ) (b € V) la famille sur V des
complexes de Dolbeault des fibres X a coefficients dans &. Les métriques ¢g7*, h¢ in-
duisent naturellement un produit hermitien sur Q(X,¢),

1 im
(1.21) (5:5) = (G [ {58 e e dox
™ X

Soit 7 I'adjoint formel de 7" relativement & (1.21). Soit
(1.22) DX ="+

Alors v2DX est une famille d’opérateurs de Dirac le long de la fibre X. Par la théorie
de Hodge, H(X,&|x) ~ Ker DX. Donc le fibré vectoriel H (X, ¢|x) hérite naturellement
d’une métrique L?, R €%) induite par (1.21).

Soit PV Tespace des formes € sur V qui sont des sommes de formes de type (p,p).
Soit PY0 C PV T'espace des o € PV telles qu’il existe des formes € sur V, notées 3,7y
pour lesquelles o« = 98 + 9. On définit de la méme maniere P, PO etc.

La forme de torsion analytique de Bismut-Gillet-Soulé [54] et de Bismut-Kohler [58]
est une forme différentielle T'(w, h¢) € PV qui vérifie I'équation suivante:

00
(123) oo T(w, h) = ch(H(X, €]x), BV) - / TA(TX, g")ch(¢, hS).
X
Ici Td(, ) et ch(, ) sont respectivement la forme de Todd et la forme du caractere de
Chern associées & VTX | V¢ introduites en (1.3). Dans le groupe de cohomologie H*(V, C),
(1.23) est exactement le théoreme de R.R.G.. Ainsi, (1.23) raffine le théoreme de R.R.G.
au niveau secondaire, par la construction explicite de la forme T'(w, h®).

On rappelle brievement sa construction. On choisit le sous-fibré complexe THW
comme le fibré orthogonal & TX dans TW par rapport a w. On définit w la re-
striction de w a THW. Soit VAT Y@ 1o connexion holomorphe hermitienne sur
AT OVX) @ €. Pour U € TRV, s € €(V,Q(X, €)), on pose

(1.24) VS(X,E)S _ V/{}(HT“O»UX)@&&

Alors VX8 est une connexion holomorphe hermitienne sur (X, £). Soit Ny 'opérateur
de nombre de A(T*V X)), qui agit par multiplication par k sur A*(T*®Y X). On pose

T)
1.25 B, — iDX +voxe _ A1)
(1.25) ! 22t

Alors By est Ay dans (1.13). Par [54, Théoreme 2.9], on a la formule de transgression
suivante

100 Wi 9 0 9
(1.26) 15 Tr, [(NX + ZT) exp(—B; )} =5 Tr, [exp(—B7)] .

La forme T'(w, h®) € PV est alors définie comme l'intégrale renormalisée de

(1.27) - /0+oog0Trs KNX —i—z%) exp(—Bf)] dt

t
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Comme en (1.18), Péquation (1.23) est résolue de (1.26) et (1.27). Si on note T la
partie de T'(w, h¢) de degré 0 dans A(TzV), alors 37 est le logarithme de la torsion
analytique holomorphe de Ray-Singer,

(1.28) 7O = —% Tr,[Nx (D%2)) %] s=o.

Ici, (DX?) est I'action de quotient de D*? sur Q(X, &)/ Ker DX. On rappelle que
— Tr [Nx ((D*?)")7%] est bien définie pour s € C, Re(s) > dim X, et qu’on peut I’étendre
en une fonction méromorphe sur C, holomorphe pres de 0.

Apres les travaux fondamentaux de Bismut, Gillet et Soulé, on a trouvé des appli-
cations importantes de la torsion analytique holomorphe en géométrie d’Arakelov. Les
formes de torsion analytique représentent la partie “analytique” de I'image directe d’un
morphisme lisse entre variétés arithmétiques. On doit donc bien comprendre la foncto-
rialité des formes de torsion analytique holomorphe pour que I'image directe soit bien
définie. Dans [59], Bismut et Lebeau ont étudié le comportement par immersion de la
métrique de Quillen [120], [55]. Dans leur formule, apparait en particulier le genre additif
R (x) de Gillet et Soulé [90]. Ce résultat a en particulier permis a Gillet et Soulé [91] de
démontrer un théoreme de Riemann-Roch arithmétique pour le déterminant. Dans [46],
Bismut a étendu le résultat de [59] aux formes de torsion analytique holomorphe. Ce
résultat a été utilisé par Roessler [123] pour démontrer le théoréeme de Riemann-Roch
arithmétique pour toutes les classes de Chern.

D’autre part, du point de vue purement analytique, il est intéressant de comprendre
les propriétés fonctorielles des formes de torsion analytique holomorphe. En effet, ce type
de résultats, appliqué aux variétés arithmétiques, donne des informations plus raffinées
que le formalisme de I'image directe en géométrie d’Arakelov.

Dans notre these [1], [2], [3], nous étudions la compatibilité des formes de torsion
analytique pour la composition de deux submersions. Soient 7y : W — Vet my: V — §
deux submersions holomorphes des variétés complexes de fibres compactes X, Y, et soit
w3 = mg o my. Alors w3 : W — S est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.
On suppose que les images directes R*m.&, R*m3.&, R*mo, R*m1,£ sont localement libres.
Soient T3, Ty et T3 les formes de torsion analytique associées a (w1, &), (m2, R*m1.€) et
(73,&). Le résultat principal dans notre these consiste a exprimer T3 a l'aide de T3, Ts
et d’une intégrale de certaines classes secondaires de Bott-Chern.

Soient w", w" des (1,1)-formes réelles fermées sur V,W dont les restrictions aux
fibres Y, Z induisent des métriques g™Y, g7 sur les fibrés tangent relatifs TY,TZ. Soit
TA(TZ,TY,g"%, g™") € PV /P"0 la classe de Bott-Chern de [53] associée au complexe
de fibrés vectoriels holomorphes sur W, 0 — TX — TZ — n{TY — 0, telle que
(1.29) %Td(TZ, TY,g"%,¢"") = Td(TZ,g"7) — 7} (TA(TY,g"")) TAT X, g").

Pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E, s, d.s)(r > 2) [92] associée a
m : Zy — Y, telle que By = Ry, R*m.£. Soit h2 la métrique sur E, induite par
RHYHXENY) | On définit une classe de Bott-Chern ch(Eg,H(Z,§|Z),hE2,hH(Z’5‘Z)>

€ P5/P5% dans les trois cas suivants:
i) On suppose que le fibré holomorphe £ est 7, et 73, acyclique.
ii) On suppose que le rang des E, (r > 2) est localement constant sur S.
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iii) On suppose que 7 et V sont projectives.
et on vérifie que ces définitions sont compatibles.
La classe Ch(EQ, H(Z,&|z), hP2, hH(Z’ﬂZ)) vérifie I’équation

(1.30) ;l&cNh (Ba, H(Z,€| ), b, h17412)) = ch (H(Z,€|z), h1#412)) — ch(E,, h™).
17T

Théoréme 1.8. ([1], [2], [3]). On a l’équation suivante dans P*]P5°,

(1.31) Tg(ww,hf)—TQ(wV,hRﬂl*f)—/Td(TY,gTY)Tl(wW,hf)
Y

+ / TA(TZ,TY, g™%, g™") ch(€, h) — ch (Ey, H(Z, €| z), W2, hHZE12)) =,
Z

Quand S est un point, le théoreme 1.8 a été montré dans Bismut et Berthomieu [40].
Les formes de torsion analytique holomorphe y apparaissent dans le calcul de la limite
adiabatique de la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer d’une fibration.

En appliquant le théoreme 1.8, on obtient une relation entre l'image directe 73 et
7o o q; (la composition des images directes 7o et 7)) en géométrie d’Arakelov, qui est
compatible avec le théoreme de Riemann-Roch arithmétique.

L’idée principale de la preuve du théoreme 1.8 est d’utiliser la technique de la ”limite
adiabatique” qui a été introduite par Bismut et Cheeger [50] : d’abord, on explose la
métrique sur la fibre Z horizontalement. On étudie ensuite la limite des objets corre-
spondants.

Notons que la relation entre la suite spectrale de Leray pour m; : Z — Y et le probleme
de petites valeurs propres dans la limite adiabatique est due a Dai [81] et Mazzeo-Melrose
[111]. Une méthode plus simple a été développée par Berthomieu-Bismut [40, §6]. Dans
notre these, une méthode générale est développée pour obtenir la correspondance ci-
dessus pour des formes différentielles. Cette technique est aussi utile dans des problemes
similaires.

1.3. Formes de torsion analytique holomorphe II. Les articles [4], [9], [7], [10],
[13], [12] contiennent nos travaux sur les formes de torsion analytique holomorphe apres
notre these.

On considere une situation équivariante. Soit G un groupe de Lie compact. Soit
7w : W — V une submersion holomorphe de fibre compacte X. On suppose que G agit
holomorphiquement fibre a fibre sur W, et que son action se releve a £. On suppose que
w, h¢ sont G-invariantes. Alors les constructions de la Section 1.2 sont G-équivariantes.
Pour g € G, les points fixes W, de g forment une sous-variété complexe de W, et m
induit une submersion holomorphe 7, : W, — V' de fibre compacte X|,.

Soient Td, (T X, g™¥), ch, (&, h*) les formes fermées sur W, de la classe de Todd équivariante
et le caractere de Chern équivariant dans la formule des points fixes de Atiyah-Bott-Segal-
Singer pour g. Dans [4], nous définissons la forme de torsion analytique holomorphe
équivariante Ty (w, h*) € PV pour g € G comme l'intégrale renormalisée de

+o0 H
(1.32) —/ oTr, [g (NX + sz) exp(—Bf)] %,
0
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de telle sorte qu’elle résout I’équation suivante,

30
(133) = Ty(w, hf) = oy (H (X, g]x), A1) — /X Tdy(TX, g™) chy(&, h%).

Notons que pour une fibration de tore pas nécessairement kidhlérienne au sens de [54],
Kohler [97] a aussi construit des formes de torsion analytique équivariante.

Si (w', W*) est une autre paire de données, on note Td,( ), &19(5, h&, 1'¢) € PWe | PWol,
chy(H (X, &|x), hHEEEx) | prHXEx)) € PV /PYO les classes de Bott-Chern associées [53]
telles que

00 ~.
(1.34) %ng(TX, g, g") = Td,(TX, ¢'™) — Td, (T X, g %),

00 ~ ) )
%Chg(f', hS, h'®) = ch, (&, h'®) — ch, (€, h8),

0 By (H(X, €] ), WO i)
17T
= chy(H(X, &|x), WTEE) — chy (H (X, €] x), 00,

Théoréme 1.9. ([4]). La classe de Ty(w, h®) dans PV /PV"° dépend seulement de (g7, h¥).
Soit (W', W'¢) une autre paire de données, alors dans PV /PY°, on a

(1.35) Ty(w', h'®) — Ty(w, h€) = chy(H (X, €|x), b6 priXelx)y

- / [f’f&g(TX, g7, gTXY chy (€, h€) + Td,(TX, g’TX)chg(g,hﬁ,h’f)].
X,

g9

Le théoreme 1.9 généralise les formules d’anomalie de Bismut-Kohler [58] au cas
équivariant, et aussi les formules d’anomalie pour les métriques de Quillen équivariantes
de Bismut-Gillet-Soulé [55, Théoreme 1.23] et Bismut [45, Théoreme 2.5]. En géométrie
d’Arakelov, ce résultat implique en effet que I'image directe est compatible au change-
ment de métriques.

Bismut [45] a défini la métrique de Quillen équivariante pour les variétés complexes
sur lesquelles un groupe de Lie compacte agit d'une fagon équivariante. Dans [4], nous
généralisons le résultat de Bismut-Berthomieu [40] au cas équivariant. Soit m : Z — Y
une submersion de variétés complexes compactes de fibre X et soit w? une forme
kahleriénne sur Z, soit & un fibré vectoriel holomorphe sur Z. Soit G un groupe de
Lie compact agissant sur Z, Y compatible avec 7; (pas nécessairement trivial sur ). On
suppose que cette action de G se releve a . Alors T, (w?, h¢) est définie pour la submer-
sion 7y '(Y,) — Y, induite par m;. Soient A\g(£), Ag(R*T.&) les versions équivariantes
de l'inverse du déterminant de H(Z,¢), H(Y, H(X,{|x)). La suite spectrale de Leray
pour (m,&) induit naturellement un isomorphisme o de Ag(§) et Ag(R*m.). Soit
|l Ao (©eAs! (Reme) 18 métrique de Quillen équivariante sur Aa(€) @ AG'(R*m.&) définie
dans [45].
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Théoréme 1.10. ([4]). Pour g € G, on a
(136) 108(11, o) (0) = = | T (TYg™ )Ty f0%, 1

+ / Td,(TZ,TY,g"?,g") chy(&, hY).
Zg

Une difficulté majeure ici est de calculer les différentes contributions provenant des
points fixes de l'action du groupe. Remarquons que en combinant les techniques de
[40], [2], [3] et [4], nous pouvons généraliser le théoreme 1.8 au cas équivariant, c.a.d.
exprimer T3, a 'aide de T 4, T5 4 et d’'une intégrale de certaines classes secondaires de
Bott-Chern.

Bismut [44] a conjecturé l'existence d’'un théoréme Lefschetz arithmétique. Kohler et
Roessler [98] ont démontré une formule de Lefschetz arithmétique pour le déterminant
équivariant, qui généralise la formule de Gillet-Soulé [91]. Dans [7], [10], une collabo-
ration avec Bismut, nous étendons des résultats de [46] dans un contexte équivariant,
extension conjecturée dans [99]. Plus précisément, nous étudions le comportement sous
une immersion des formes de torsion analytique holomorphe équivariante construites
dans [4]. Les formules obtenues étendent les résultats de [45] en degré arbitraire, et donc
le théoreme Riemann-Roch arithmétique équivariant de Kohler et Roessler est valable en
tout degré. Des applications de ces résultats sont données par Kohler et Maillot-Roessler
[109].

Nous expliquons notre résultat en détail. Soit ¢ : W — V un plongement de variétés
complexes, soit S une variété complexe. Soit 7wy : V — S une submersion holomorphe
de fibre compacte X, induisant une submersion holomorphe 7y, : W — S de fibre
compacte Y, qui est donc plongée dans X. Soit  un fibré holomorphe sur W, soit (&, v)
un complexe de fibrés holomorphes sur V' qui résout le faisceau 7,Oy (n). On a ainsi un
morphisme de restriction r : {y|y — 71 ainsi qu’on a une suite exacte de faisceaux sur V,

Soit G un groupe de Lie compact agissant holomorphiquement sur V', préservant les
fibres X et la sous variété W C V.

On fait I'hypothese que les R'my,n sont localement libres. Alors les Rimy,& sont
également localement libres. De plus, on a l'isomorphisme de G-fibrés holomorphes
Z-gradués sur S,

(1.38) Rry.& ~ Rmy.m.

On fait I'hypothese que la fibration 7y : V' — S est kihlérienne au sens de [55]. Soit
w" la (1,1)-forme réelle sur V comme dans la Section 1.2 qui induit une métrique g7~
sur X . On suppose que w" est G-invariante. On pose w" = i*wY. Alors 7y est encore
une fibration kahlérienne pour la forme w", qui induit sur 7Y une métrique ¢g*¥.

Soit h® = @7 k% une métrique G-invariante sur & = @7 .&;, soit A7 une métrique
G-invariante sur 7. Soit Ny,x le fibré normal a Y dans X, soit RNY/x une métrique
G-invariante sur Ny,y. On suppose que la métrique h® vérifie 'hypothese (A) de [43]
relativement aux métriques A", h¥v/x. Cette hypothese est une version métrique du
résultat classique d’unicité locale des résolutions. Par [45, Proposition 3.5], on sait
quon peut choisir la métrique G-invariante h¢ de telle sorte que I'hypothese (A) soit
vérifiée.
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On fixe g € G. Soit V,; C V la sous-variété complexe des points fixes de g dans V', qui
est fibrée sur S, de fibre X, C X, soit W, C W la variété correspondante dans W, dont
la fibre sur S est Y.

Soit Ny l'opérateur de nombre de £. Soit (Q (X, ¢lx) ,5X + U) le double complexe

de Dolbeault, Z-gradué par Nx — Ny dont la cohomologie est 1’hypercohomologie de &.
Pour u > 0, on pose

V,H
(1.39) N = Ny — Ny +i2—.
u

Soit B, la superconnexion de Levi-Civita, qu’on construit comme précédemment, ol
lopérateur de Dolbeault J" est remplacé par 9" +v. Soit H (X, €| x) hypercohomologie
de ¢ dans les fibres X. En procédant comme précédemment, H (X, £|x) est un fibré
holomorphe hermitien, muni d'une métrique A (X:£x),

On procede comme dans la Section 1.2, en remplagant en particulier Ny par N}:, on
peut alors construire les formes de torsion analytique équivariante du double complexe,
de telle sorte que

30
(140) 5 Ty(w", h¥) = chy(H(X, &|x), hTHEN)) — / Tdy(TX, g™ )chy (€, h*).

Xg

Soit ¢ (0,x),n (0, x) les parties réelles et imaginaires de la fonction de Lerch L (0, s) =
S e /ns. On rappelle que la série formelle R (0, z) définie dans [44] est donnée par

(1L41) RO,2) = @(Z%n(e, )+ 2200, )

n!
n>0 ]:1
n pair

n

o L

n>1
n impair

Rappelons que sur Vg, g agit sur 7X|x,. On désigne par R, (TX) la classe de co-
homologie sur V;, obtenue en scindant TX|x, selon les angles § de 'action de g, et en
évaluant le genre additif correspondant sur TX |, .

Soit T}, (5 , hg) le courant sur V, construit dans [45, §6] tel que

00
(1.42) S Ty (6, hE) = (Tdy)™ (N, W57 el 1, 1)) — chy (€, 1),

Le front d’onde de T, (5 , hﬁ) est inclus dans Ng’}g /X, R
Soit Td,(TY, TX lw,, 97%) la classe de Bott-Chern sur W, telle que

00 ~
(143)  5—Tdy(TY, TXw,, ") = Tdy(T X |w;,, ")

— Tdy(TY, g"")Td,(Ny/x, Nv/x).
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On construit de méme la classe de Bott-Chern (;Ilg(H(}/, nly), REXE) pHEAV)) sur §
telle que
9 5 H(X.Elx) pHYmly)
(1.44) - o—chy (H (Y, ply), b0, p 000 =
o
chy (H(Y, nly), RTO)Y — chy (H (X, €x), hH0E0),

Alors on a le résultat suivant,

Théoréme 1.11. ([7], [10]). Dans P5/P5°, on a

(1.45)  chy(H(Y,nly), b8 pHOM) — T (W 17 4+ T,(w", 1)

Td,(TY, TX |w,, g™)
Td,(TX,g" )T, (&, bt —/ A &
/};g g( g ) g(f ) Yg ng(NY/X,hNY/X)

Chg (777 hﬁ)

s [ T4EXRI) () - [ TATYIR,TY) eyl
Xg Yg

Dans [47], Bismut a analysé la singularité de la torsion analytique pour certaines
fibrations singulieres. Par I'étude de la singularité des formes de torsion analytique, ce
résultat est généralisé a une situation en famille dans [9] . Une des motivations est que
I’on voudrait obtenir un théoreme de Riemann-Roch arithmétique plus général.

Dans [13], comme une application de [59] et motivé par le résultat récent de Beasley et
Witten [36] sur le modele demi-linéaire, nous étudions la relation de la torsion analytique
sur la variété totale et sur la sous-variété des zéros d’une section holomorphe transversale
d’un fibré vectoriel holomorphe.

Dans [12], nous étudions la torsion analytique holomorphe sur les orbifolds, en partic-
ulier, nous étendons le théoréme de Bismut-Lebeau [59] au cas des orbifolds. On peut le
considérer comme la contrepartie analytique du ” Théoreme de Kawasaki-Riemann-Roch
arithmétique” qui n’existe pas encore.

1.4. Formes éta et Formes de torsion analytique réelle. La torsion de Reide-
meister a été introduite par Reidemeister, Franz et de Rham quand ils étudiaient la
classification des espaces lenticulaires a difféomorphisme pres. C’est le premier invari-
ant de difféomorphisme en topologie qui ne soit pas un invariant d’homotopie. Pour les
détails, on renvoie a 'article de revue bien connu de Milnor [114]. En 1971, Ray et Singer
[121] ont proposé une construction analytique pour la torsion de Reidemeister, que 1'on
a coutume d’appeler maintenant la torsion analytique de Ray-Singer. Ray et Singer ont
conjecturé que la torsion analytique est la torsion de Reidemeister pour un fibré vectoriel
plat unitaire sur une variété compacte. Cheeger [77] et Miiller [115], [116] ont montré la
conjecture de Ray-Singer. Bismut et Zhang [62] 'ont généralisée a des fibrés vectoriels
plats généraux.

Les formes de torsion analytique réelle définies par Bismut et Lott [60] pour une
fibration € étendent la torsion analytique de Ray-Singer pour les fibrés vectoriels plats
généraux. Bismut et Goette [57] ont généralisé le théoreme de Bismut et Zhang en famille
sous des conditions techniques.

Notons que Igusa [96], Dwyer, Weiss et Williams [85] ont aussi construit des versions
en famille de la torsion de Reidemeister. Il est intéressant de comparer ces différentes
versions de la torsion en famille.
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Soit m : W — V une submersion de variétés € >° de fibre compacte X et dim X = n,
et soit F' un fibré vectoriel complexe plat sur W muni d'une connexion plate V¥, Alors
H(X, F|x), la cohomologie de la restriction de F' le long de la fibre X, est un fibré
vectoriel sur V muni d’une connexion plate naturelle V#&XFIx),

Soit CCS(F,VF) € H™Par (1), C/Q) la classe de Cheeger-Chern-Simons [78] de F.
On rappelle brievement sa construction. Soit k& € N* tel que kF' est un fibré trivial
topologiquement, soit VI une connexion triviale sur kF donnée par une trivialisation
globale de kF. Soit KV la connexion sur kF induite par V. Soit CS(VE' kVE) €
H™P2 (11 C) la classe de Chern-Simons pour le caractere de Chern associé au triplet
(kF, V* VEF). Alors

1 N
(1.46) CCS(F, V) = EOS(VSF, EVE) € H™ (W, C/Q).
Soit AT une métrique hermitienne sur F, soit w(F, k") une 1-forme & valeurs dans
End(F),
(1.47) w(F, b)) = (K "H(VERD),

alors VF* = V¥ 4 2w(F, h") est une connexion hermitienne sur F' induite par h*". Pour
J € N, soit

(1.48) Cojr (FyRT) = (2my/=1) 7727 B+ Ty [ (F, A7)
Alors cg;41(F, h"') est fermé, et sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix de h”".

On note cg;41(F) € H¥TH(W,R) sa classe de cohomologie associée. D’apres [60, Prop.
1.14],

1 1 <X 2%
(1.49) m(CCS(F, V")) \/_—105(V V) o 2 (2j+1)!02]+1( )
Donc
1 .
1.50 Re(CCS(F, V) = —CS(VEF EVEY) dans H™P (W, R/Q).
]{f 0

Soit o(T'X) le fibré en droites réel d’orientation de T'X. Soit e(T'X) € H™"(W,o(T X))
la classe d’Euler de T'X.
Le théoreme suivant est un analogue > du théoreme de R.R.G.

Théoréme 1.12. ([15], [60], [49]). Dans H™*(V,C/Q), on a

(151) COS(H(X, Fly), VACOFL)) — / «(TX)CCS(F,VF).
X

Dans [60], Bismut et Lott ont établi la partie imaginaire (dans H*(V,iR)) de I’égalité
(1.51). Les formes de torsion analytique réelle apparaissent dans une version de leur
théoreme au niveau des formes différentielles. Dans [15], avec Zhang, nous établissons
la partie H*(V,R/Q) de I’égalité (1.51) (Alors nous ignorions que Bismut [49] a aussi
établi ce résultat quand le fibré T'X est fibre a fibre orientable), et nous donnons aussi
une nouvelle preuve pour la partie imaginaire de 1’égalité (1.51). Nous les démontrons
en calculant la limite adiabatique de l'invariant éta tordu (associé a l'opérateur de sous-
signature [132]). En effet, un point tres intéressant est que les formes de torsion ana-
lytique sont reliées a nos formes éta tordues par une formule de transgression! Mais la
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construction de formes de torsion analytique correspondant a la partie H*(V,R/Q) de
I’égalité (1.51) est toujours un objet inconnu.

On utilise les notations de la Section 1.1, en particulier, T#W est un fibré horizontal
de TW tel que TW = TX & THW. En remplagant S(TX) par A(T*X) dans la Section
1.1, on définit Q*(X, F), = €>°(X,, A*(T*X) ® F|x, ), alors Q(X, F') hérite d’un produit
hermitien ( ) de g%, ht" tel que

(1.52) (5:5) = [ {5 nrengerdox.

Soit d* l'opérateur différentiel extérieur le long de la fibre X. Soit d" I'opérateur
différentiel extérieur agissant sur Q(W, F) = Q(V, Q(X, F)) induit par V¥. Alors (dV)? =
0, et d" est une superconnexion plate de degré total 1 au sens de [60, §2]. Soient
dX*, (d")* les adjoints formels de d*,d" par rapport a ( ). Soit Ny l'opérateur de
nombre de Q(X, F) qui agit par multiplication par k sur Q*(X, F'). Pour u > 0, on pose

(1.53) DX =d¥ +d**,
O’; — 'U/NX/2qu_NX/2, O}Z — U_NX/2(dW)*UNX/2,
1 1

Alors C! est 'adjoint de C} par rapport a ( ), C,, est une superconnexion et D, est un
opérateur différentiel elliptique fibre & fibre et C2 = —D2.

Par la théorie de Hodge, H(X, F|x) ~ Ker DX, donc H(X, F|x) hérite naturellement
d’une métrique L2, h#XFIx) induite par (1.52). Pour a € C, on pose f(a) = aexp(a?).
Soient

. 1
W50 AT = i) e Gl
f(vH(Xflx)7 hH(X,le)) — Z(_l)qf(qu(X,le)’ hH(Z7F|X))'
q=0
Soit Pf : so(n) — R le Pfaffien. Soit RT¥ la courbure de VZ*. On pose e(T X, VI¥) =
Pf [% . Alors e(T X, VI¥) est une n-forme fermée a valeurs dans o(7'X) qui représente

la classe d'Euler e(T'X) de T'X.
La forme de torsion analytique de Bismut-Lott 7 (THW, g
et paire sur V' qui vérifie I’équation suivante

TX hE) est une forme réelle

(1.55) dT(T"W, g™, h") = / e(TX,VIX) f(VF RE) — f(VHELL) pHXFlx))
X

En effet, d’apres [60, Théoreme 3.20],
1 Nx 0
(1.56) —dTr, [SE1(Dy)| = 5T | £(DW)].
et comme en (1.27), la forme 7 est définie comme 'intégrale renormalisée de

(157) - [Cem BT
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En particulier, si on note 7 la partie de 7 de degré 0 dans A(T*V), alors comme en
(1.28), le logarithme de la torsion analytique de Ray-Singer [121] est

10
0 _ _— X.2\n=s]|
(1.58) 7 598 Trg[Nx (D)) ™*]|s=o0-

L’équation (1.55) raffine la partie imaginaire de I’équation (1.51) au niveau des formes
différentielles. La formule d’anomalie de 7 est une conséquence directe de (1.55) (c’est
plus facile que dans le cas holomorphe (1.35)).

Le résultat suivant est notre facon de comprendre la relation de formes éta et de formes
de torsion analytique, ou comment obtenir les formes de torsion analytique d’une facon
purement formelle, ignorant le théoreme 1.12. Pour r € R, on pose

+oo 27 du
(1.59) I, = —Tgp/ Tr, [Nxe_(C“’L*/__l’"D“) ] —,
0 2u
7/7\7“ = (2Z7T)é/ SDTIIS |:<a£ (Cu ‘I’ \/—_1TDu)) 6_(Cu+\/__1rDu)2:| du
0 U

Comme avant, I'intégrale ci-dessus est une intégrale renormalisée. Alors 7, est une forme
éta de Bismut-Cheeger. Soit Ny l'opérateur de nombre de A(T*V).

Théoréme 1.13. ([15]). On any =0 et pour r € R,

1
(1.60) B, = ——dI,,
2w
aI?" H TX F
I+ Nv) 5| =TT Wg " 1)
r=0

Naturellement, nous voulions comprendre la fonctorialité des formes de torsion analy-
tique réelle. Dans [6] (cf. [5]), pour les fibrés vectoriels plats généraux, nous obtenons
une relation de fonctorialité des formes de torsion analytique réelle par rapport a la
composition de deux submersions.

Soient 7 : W — V et my : V — S deux submersions des variétés € °° de fibres
compactes X,Y, soit F' une fibré vectoriel complexe muni d’une connexion plate V¥
sur W. Soient THW, THV, THW des sous-fibrés vectoriels de TW, TV, TW qui sont des
compléments de TX,TY,TZ. Soient ¢g7%, g"*, g7¥ des métriques sur TZ, TX,TY .

Soient VX VY V7% les connexions sur TX,TY,TZ définies dans la Section 1.1.
Soit THZ = THW NTZ, alors THZ ~ miTY. Soit °V' 7 = 1:V™Y & V7¥ la connex-
ion sur TZ = THZ ® TX induite par VIV et VIX. Soient e(TY,VTY), e(TZ, V%),
e(TZ, OVTZ) les formes d’Euler de TY, TZ, T'Z dans la théorie de Chern-Weil. Soient
e(T2,V"% 07" %) les dim Z — 1 formes de Chern-Simons sur W & valeurs dans o(TZ),
telles que

(1.61) de(TZ, V2" = e(T2,°V"7) — (T2, V7).

On note Q° l'espace des formes € réelles, paires sur S, par Q*° I’espace des formes
exactes dans Q°.

On rappelle que pour s € S, il existe une suite spectrale de Leray (E,,d,) (r > 2)
associée a m; : Z — Y et au fibré plat F telle que Ey = H(Y, H(X, F|x)|y). Dans ce
cas, (E,,d,) (r > 2) est toujours un complexe de fibrés plats muni d’une connexion plate
V¥ induite canoniquement par V¥, et la cohomologie du complexe est E,.;. Comme
en (1.30), nous définissons la classe de Chern-Simons 7 (Eo, H(Z, F|z), h%2, W (Z:F12))
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€ Q°/Q"Y associbe a la suite spectrale de Leray (E,,d,) (r > 2), de sorte qu’elle vérifie
I’équation suivante

(1.62) dT(Ey, H(Z, F|y), h2 pWH1EFI2)y = p(vE2 pP2y — f(vHEF2) pHZFlz))

Théoréme 1.14. ([6]). Dans Q°/Q%°, on a

(1.63) T(Ty'W,g"7, n") = / e(TY, V™ )T(THW, g™ h")
Y

+ T(T'V, g™ W) + T (B, H(Z, F|7), b2, k75 F12)

- [ @290 )
Z

Si la métrique sur det F' induite par h%" est plate, la métrique de Ray-Singer (1.70) est
un invariant topologique. Dans ce cas, les relations de 7(*) pour une submersion (c.a.d.
quand S est un point) ont été étudiées par Dai-Melrose, Liick, Schick et Thielmann [108]
par des méthodes différentes de la notre. Comme e(TY, VTY) est une forme de degré
dim Y, on ne voit que les 7(©, et le dernier terme de (1.63) est nul. Il s’ensuit que les
formes de torsion analytique de Bismut-Lott ne peuvent pas étre trouvées directement a
partir de la limite adiabatique de la torsion analytique. La situation est donc différente
du cas holomorphe!

Inspiré des travaux de Gillet et Soulé [89] sur la K-théorie arithmétique dans le cas
holomorphe, Lott [104] a défini une K-théorie secondaire pour les fibrés vectoriels plats
hermitiens. Les formes de torsion analytique réelle sont contenues dans son indice an-
alytique secondaire m pour une submersion C®, 7 : W — V. En utilisant le théoreme
1.14, Bunke [74] a démontré que l'indice analytique secondaire de Lott est fonctorielle
par rapport a la composition de deux submersions.

1.5. Formes éta et Fibrés vectoriels plats munis d’une structure de dualité.
Dans [104], Lott a aussi défini la L-théorie secondaire correspondant aux fibrés vectoriels
plats munis d’'une structure de dualité. Cette fois-ci, la forme éta de Bismut-Cheeger [50]
est contenue dans son indice analytique secondaire. Apres avoir modifié la définition de
Lott, dans [11], avec Bunke, nous démontrons des propriétés intéressantes de la L-théorie
secondaire modifiée. En particulier, nous démontrons que 'indice analytique secondaire
de Lott est fonctoriel par rapport a la composition de deux submersions dans la L-théorie
secondaire modifiée, a partir de la fonctorialité de formes éta de Bismut-Cheeger [50].

Pour n € N*, on pose €, := (=1)["27). Soit € € Zy = {1, —1}. Soit (F,V¥) un fibré
vectoriel plat réel sur une variété W, et £™* son dual. On dit que F' munit d’une structure
de e-dualité s’il existe un isomorphisme de fibrés plats q : ' — F™* tel que ¢* = €q.

Soient, ﬁG(W) le demi-groupe des classes d’isomorphisme de paires (F,q), un fibré
plat muni d’une structure de e-dualité. On définit la relation de réduction lagrangienne:
(F,q) ~ 0 ¢'il existe i : £L — F un sous-fibré plat de F' tel que £ = Ker(i* o ¢). Alors
L.(W) = L(W)/ ~ est un groupe, et on note [F, | la classe de (F,¢) dans L.(W).

On dit que J¥ : F — F est une structure de métrique si J©? = ¢ et si ¢(-, J)
définit une métrique J -invariante sur F. Alors VFe/" = vFe 4 1(JF)=1(VF JF) est
une connexion euclidienne sur Fg, la complexification de F'; et F¢ est Zsp-gradué par
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ﬁJF. On pose
(1.64) p(VF, JF) == ch(VFT") = T, [exp(—(VF‘C’JF)Q/Qm) :

La version secondaire L.(W) de L. (W) est une K-théorie de fibrés plats munis d’une

structure de e-dualité et de métrique. Un élément de L. (W) est un quadruplet (F, ¢, J¥, p)
avec [F,q] € L (W), J¥ une structure de métrique sur F et p € Q¥*~<(W)/Im(d) vérifié
dp = p(V¥, JF). La relation d’équivalence est que s'il existe £ un sous-fibré plat de F
tel que £ = Ker(i o q), alors

(1.65) (F,q,J", p) ~ (0,0,0,p+ p(F,q,J", L))

et p est la classe de Chern-Simons associée & V" et la connexion V® sur F =LpJ Fr
qui préserve cette décomposition et qui induite par VFe7" . Alors L (W) := L (W)/ ~
est un L.(WW)-module.

Soit m : W — V une fibration de fibre compacte orientée X et dim X = n. On définit
I'image directe 7L : L (W) — L., (V) par

(1.66) . ([F.q) = (H(X, Flx),7(q)),

et 7(q) est induite par la dualité de Poincaré fibre a fibre.
On choisit une métrique g”* sur TX et une sous-fibré horizontal T#W comme dans

la Section 1.1. Soit L(TX, VT¥X) := det'/? (mﬂ%) la forme de la classe L associée
a vIx,

Définition 1.15. Pour une classe [F,qp, J, p] € L.(M), son indice analytique sec-
ondaire dans L, (V') est défini par

(1L.67) 7[F,qr, J", p = [H(X,F\x),W(Q),JH(X’F'X),/ L(TX, V™) Np =1 .
X

et 7 est la forme éta de Bismut-Cheeger [50] obtenue comme en (1.18) en remplacant
S(TX)®¢E par A(T*X)®F avec la Zy-graduation induite par J* et Popérateur de Hodge

* associé & gTX. Alors % est bien définie, en particulier, elle ne dépend pas du choix de
g7X et THIV.

Théoréme 1.16. ([11]). Si 7o : V — S une fibration de fibre compacte orientée Y de
dimension ng, on a

(1.68) (myom)t =nl omk.
Sin, ng sont pairs (d’ot €,4n, = €n€n,), alors
(1.69) (my 0 W)f = 7T2E* o 7T£ € Eeen+n0 (S) .

Remarquons que la définition de 7~ et le théoréme 1.16 sont des conséquences de
notre étude sur la fonctorialité de formes éta dans [11]. Dans [11], nous étudions aussi
systématiquement les groupes L.(W), L.(W), et ses relations avec H*(W,R), KHQ}Z(W)
[103].

En effet, un probleme important dans ce domaine est l'interprétation topologique de
formes de torsion analytique (formes éta) pour les fibrés vectoriels plats (munis d’'une
structure de e-dualité) quand elles sont fermées. Nos résultats devraient nous aider a le
comprendre.
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Remarque 1.17. Le groupe L (W) est un quotient de L% (/) [104] qui est défini par

0 Idg ,
eld,. 0 ) ) ~ 0 pour un fibré plat L. On

trouve 7 pour LE wELett pour LE" dans [104], mais ils ne vérifient pas (1.68), (1.69).

modulo la relation d’équivalence <L @ L*, <

1.6. Torsion analytique réelle pour les variétés a bord. Le théoreme de Cheeger-
Miiller pour les variétés a bord sont étudies par Lott-Rothenberg [105], Liick [107] sous la
condition que la métrique A sur le fibré plat F est plate, et que la métrique riemannienne
a une structure de produit pres du bord. Dai et Fang [82] ont aussi travaillé sur ce sujet.
Avec J. Briining dans [8], [14], nous établissons une formule d’anomalie pour les métriques
de Ray-Singer d'un fibré plat F sur une variété a bord X. Nous ne supposons ni que
la métrique sur F' est plate, ni que la métrique sur X a une structure de produit pres
du bord. C’est la premiere fois dans la théorie de I'indice local qu’on peut donner une
solution compléte dans le cas ou la métrique n’a pas une structure de produit pres du
bord. Les techniques développées dans cet article doivent avoir des applications.

Un corollaire de notre formule d’anomalie est une formule de recollement pour la
torsion analytique, et le théoreme de Bismut-Zhang pour les variétés a bord.

Soit X une variété compacte a bord Y et dim X = n. Soit (F, V) un fibré vecto-
riel complexe plat sur X. Soit H*(X, F) = &_oH"(X, F) la cohomologie de de Rham
absolue de X & coefficients dans F'. Soit x(X, F) := Y7 ;(=1)?dim H?(X, F) la car-
actéristique d’Euler de X a coefficients dans F'.

Soit ¢7* une métrique riemannienne sur 7'X, soit A une métrique hermitienne sur
F. Soit g™¥ la métrique sur TY induite par g”*. Soit || |lget# la métrique sur le fibré
en droites det I induite par h¥. Soient VX, VTV les connexions de Levi-Civita sur
TX,TY de courbures RTX, RTY .

Alors on a un produit hermitien sur Q(X, F) et un opérateur DX induits par g
comme en (1.52), (1.53). On note DX 'opérateur D* avec la condition du bord absolue,
alors DX est un opérateur auto-adjoint. Par la théorie de de Rham-Hodge pour les
variétés a bord, H*(X, F) ~ Ker DX. Soit | |% we(x,p) 12 métrique L? correspondante
sur la droite complexe det H*(X,F) = @,_y(det H(X, F))"V". Le logarithme de
la torsion analytique 7, de Ray-Singer est défini formellement comme en (1.58). La
métrique de Ray-Singer sur det H*(X, F') est définie par

TX 1,F
h

2
(1.70) I |’§£H°(X,F) =T, | dLetH-(X,F)'

Dans [14, Théoreme 4.2], nous démontrons le développement asymptotique suivant
quand t — 0,

(1.71) Tr, [Ny exp(—2D2)] = % + gx(x, F) + 0(t),
et a_; est l'intégrale d'un terme local sur X. Ceci implique en particulier T, est bien
définie.

Nous expliquons maintenant la construction de la classe d’Euler relative secondaire et
d’une classe mystérieuse B(VT¥) qui vont apparaitre dans notre formule finale.

Pour l'injection canonique j : Y — X, on pose QP(X,Y,0(TX)) = QP(X,0(TX)) ®
OPL(Y,0(TX)) et on définit pour (oq,09) € QP(X,Y,0(TX)), d(oy1,02) = (d¥0y, 5% 01 —
d¥ oy). Alors le complexe (Q(X,Y, 0(T X)), d) calcule la cohomologie relative H*(X,Y, o(TX)).
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Pour (01,05) € Q(X,Y,0(TX)), 03 € Q(X), on définit,

(1.72) / (01,02) N\ o3 ::/ 01/\03—/02/\03.
(X,Y) X Y

Ceci induit la dualité de Poincaré H*(X,Y,0o(T X)) x H*(X,R) — R.

Soit e, le champ de vecteurs normal vers 'intérieur de Y par rapport a g7% et |e,| gTxX =
1. Soit (TX, VIT¥X) le courant de Mathai-Quillen défini dans [62, Def. 3.6] (cf. [110]),
on pose

(1.73) E(TX, V™) = (e(TX, V™), exp(TX, V).

Alors e (TX,VTX) est une n — 1-forme sur Y a valeurs dans o(TY), et si dimY est
paire E(TX,VTX) = (0,3e(TY, V™). La forme E(TX,V'¥) est fermée et définit la
classe d’Euler relative de TX, c.a.d. E(TX,V*¥) € H"(X,Y,0o(TX)) ne dépend pas du
choix de g7, on la note par E(TX). Alors le théoreme de Gauss-Bonnet-Chern peut
étre formulé comme 1'équation suivante,

(1.74) (X, F) = (=1)"rk(F) /(X ., E(TX, V™).

On note Am) une autre copie de A(T*Y), soit {e,}"Z] une base orthonormale de
(TY,g™Y), et {e*} sa base duale. Soient

(1.75) S=3 (ViXen e5)e* Nel € ANTY)RAN(TY),
hd 1 ~ -~ o~ —
R™Y = 3 (ea, R™ eg) e* Nef € N (T*Y)QA2(T+Y),

en effet S est induite par la forme fondamentale secondaire de Y. Soit [ By A(T*Y)@Am)
— A(T*Y) ® o(TY) l'intégrale de Berezin définie par

By
(1.76) / anfi= (=12 mDEG(ey e, g)a

Alors la n — 1-forme B(VT¥) & valeurs dans o(TY) est définie par

By o0 N\ k
(1.77) B(V¥): / du/ exp < ~“RTY — u252> (uki
pt 2F(§ +1)

Si n est impair, alors par (1.77),

(1.78) B(VT¥) = /BY exp <—%RTY) f: (;]f;)k.

Soient (g¢*, ki), (gIX,hf") deux couples de métriques sur TX et F. On utilisera
les indices 0,1 pour distinguer les objets correspondants. Dans [14], nous construisons

canoniquement une classe de Chern-Simons E dans Q" 1(X,Y, o(TX))/Im(d) telle que
(1.79) dE(TX,VIX vI¥) = B(TX,VT¥) — B(TX,VEY).

Le résultat suivant est une généralisation de [62, Théoreme 0.1] aux variétés a bord.
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Théoréeme 1.18. ([8], [14]). On a
s i 2
| |detH‘(X,F),O || ||detF0

+/XE(TX,v§X,v1TX)9(F,hf)+rk(F) MB(VITX)—/YB(V§X>] :

En comparant avec [62, Théoreme 0.1], les termes E, E sont les analogues des classes
d’Euler et d’Euler secondaire e, €. Le dernier terme de (1.80) est plus mystérieux.
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2. RIGIDITE ET ANNULATION POUR LES GENRES ELLIPTIQUES

Nous expliquons dans cette Section nos travaux sur les genres elliptiques en collabo-
ration avec K. Liu, W. Zhang, C. Dong et J. Zhou.

2.1. Rigidité et annulation en famille. Witten [100] a considéré I'indice des opérateurs
elliptiques dans l'espace de lacets libres £LX pour une variété spinorielle X. En partic-
ulier, 'indice de 'opérateur de signature formel dans I’espace de lacets est exactement le
genre elliptique de Landweber, Stong et Ochanine [117]. En utilisant leur genre elliptique,
Landweber, Ravenel et Stong [100] ont défini une nouvelle cohomologie, la ” cohomologie
elliptique”. Motivé par la physique, Witten avait conjecturé la propriété de rigidité pour
ces opérateurs elliptiques, c.a.d. que leurs indices S'-équivariants sur X ne dépendent
pas de g € St

Cette conjecture a été démontrée par Taubes [126] et Bott-Taubes [70]. Hirzebruch
et Krichever 'ont démontrée pour les variétés presque complexes. En 1992, Liu [102] a
trouvé une preuve simple, en utilisant l'invariance modulaire.

Il est intéressant d’obtenir des versions “en famille” des théoremes de rigidité et
d’annulation ci-dessus. Par exemple, nous pouvons ramener 1’étude du groupe fonda-
mental d’une variété a un probleme sur une famille d’opérateurs elliptiques.

Plus précisément, soient M et B deux variétés compactes €, et soit 7 : M — B
une fibration € de fibre compacte X de dimension paire 2[. Supposons qu’'un groupe
de Lie compact GG agisse sur M en préservant la base B. Soit P une famille d’opérateurs
elliptiques G-équivariants le long de la fibre X. Alors 'indice des familles est défini
comme

(2.1) Ind(P) = Ker P — CokerP € K¢g(B).

Remarquons que Ind(P) est une G-représentation virtuelle. On note (Ind(P))¢ € K(B)
la partie G-invariante de Ind(P).

On dit qu'une famille d’opérateurs elliptiques P est rigide au niveau du caractére de
Chern équivariant pour cette G-action, sile caractere de Chern équivariant ch,(Ind(P)) €
H*(B) ne dépend pas de g € G. Si chy(Ind(P)) est nul pour tout ¢ € G, on dit
que P a aussi la propriété d’annulation au niveau du caractere de Chern équivariant.
Plus généralement, on dit que P est rigide au niveau de la K-théorie équivariante, si
Ind(P) = (Ind(P))“. De la méme maniere, on dit que P a la propriété d’annulation au
niveau de la K-théorie équivariante si I'indice des familles est nul dans K¢ (B). Notons
que la rigidité au niveau de la K-théorie est plus subtile que celle au niveau du caractere
de Chern, car le caractere de Chern élimine la partie de torsion dans I'indice des familles.
Pour étudier les propriétés de rigidité et d’annulation pour Ind(P), il est clair qu’on n’a
besoin que de I’étudier pour G = S*.

Désormais, on suppose que S! agit sur M fibre a fibre, et que TX est orienté et est
muni d’une structure spinorielle S'-équivariante. Soit V un fibré vectoriel muni d’une
structure spinorielle S'-équivariante sur M. Soit S(V) = ST(V) @& S~(V) le fibré des
spineurs de V.

Dans le reste, on note DX ® ¢ la famille d’opérateurs de Dirac agissant fibre & fibre
sur S(TX) ® £ comme définis dans la Section 1.1.

Sous la condition ci-dessus, nous pouvons déja étendre le célebre théoreme d’annulation
d’Atiyah-Hirzebruch [32] en famille,
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Théoreme 2.1. ([21, Cor.1.1]). Si M est conneze et si S' agit fibre a fibre et non-
trivialement sur M, alors

(2.2) Ind(D* ® C) =0 dans Kgq(B).

Dans la suite, si & = &2, Extt € K(M)][[t]], on dit que DX @ &, est rigide si DX ® Ej,
est rigide pour chaque k.

Maintenant, on introduit deux opérations importantes dans K (M)[[t]]. Pour un fibré
vectoriel complexe (réel) E sur M, on pose
(2.3) Sym,(E) = 1 +tE +t*Sym’E + - - -,

MN(E)=1+tE+*N°E +--- |

les opérations symétriques et extérieurs de E (resp. E ®@g C) dans K (M)[[t]] respective-
ment. On définit aussi des éléments dans K (M)[[¢"/?]] associés & TX et V:

(2.4) O,(TX|V) = ®A V) @ Q) Sym . (TX),
n=1
0,TX|V) = ®A we12(V) @ Q) Symy (TX),
n=1
O_ (TX|V) = ®A w172(V) @ (R) Symgn (TX).
n=1

D’apres Witten, pour une variété compacte orientée X, son espace de lacets libres
LX est orientable ssi X est spinorielle, et £X est spinorielle ssi X est spinorielle et
sn(TX) = 0 dans H*(X,Z). De plus, la restriction du fibré des spineurs de £X
a X — LX est S(TX) ® @, Sym,.(TX) et la restriction a X de l'opérateur de
Dirac formel sur £LX est D¥ ® @7 | Sym,.(TX). Par I'analogue formel, pour avoir un
opérateur de signature sur £X, on doit déja imposer la condition que X est spinorielle.
(a nous explique partiellement la raison pour laquelle on a introduit des éléments dans
(2.4).

Le groupe de cohomologie équivariante H§, (M, Z) de M est défini par

(2.5) H4H(M,7) = H (M x50 ES',Z),

et ES! est le fibré S'-principal universel sur I’espace de classification BS' de S!. Donc
HY% (M, Z) est un module de H*(BS*, Z) induit par la projection 7 : M x g1 EST — BS*.
Soient py (V) s, p1(TX)g1 € Hz (M, Z) les premieres classes de Pontrjagin équivariantes
de Vet TX. Comme V xg1 ESt et TX x g1 ES! sont spinoriels sur M x g1 ES!, les classes
sp1(V)sr et 5p1(TX)g1 sont bien définies dans HZ, (M, Z). Silon note u € H*(BS*,Z)
son générateur, alors

(2.6) H*(BS',Z) = Z[u].

Dans [16], avec Liu, nous démontrons des théoremes de rigidité et d’annulation en
famille au niveau du caractere de Chern équivariant pour les opérateurs DX @(S™ (V) + S=(V))
®OL(TX|V), DX @ 04(TX|V) et D¥ ® ©_o(TX|V), qu'on peut considérer comme des
théoremes de rigidité et d’annulation en famille pour des opérateurs elliptiques dans
I'espace de lacets libres. Dans [17], avec Liu, nous les généralisons dans deux directions
au niveau du caractere de Chern. D’abord, nous établissons un théoreme de rigidité
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pour l'opérateur de Dirac dans I'espace de lacets twisté par une représentation générale
de groupe de lacets a énergie positive. Ensuite, nous prouvons aussi un théoreme de
rigidité en famille pour les variétés Spin®. Les théoremes d’annulation dans le cas ci-
dessus ont été aussi obtenus dans [17].

Dans la démonstration, nous utilisons l'invariance modulaire, une astuce d’échelle
ainsi que des propriétés des formes jacobiennes. Ces théoremes contiennent les résultats
d’annulation en degré supérieur, qui devraient étre utiles pour la compréhension de la
relation entre I’action du groupe et le groupe fondamental.

Dans [18], [21], [19], avec Liu et Zhang, nous commengons un programme pour com-
prendre les torsions possibles pour l'indice des familles.

Théoréme 2.2. ([21]). S’il existe m € Z tel que ip;(V)s1 — sp1(TX)sr = m - T u?, on
considére les indices des familles des opérateurs DX @ (ST(V) + S~(V)) ® ©,(TX|V),
DX @ 0,(TX|V) et DX @ O_,(TX|V),

i) Si m =0, alors ils sont rigides au niveau de la K-théorie équivariante.

ii) Sim < 0, alors ils sont nuls dans K¢i1(B). En particulier, ils sont nuls dans K(B).

SiV=TX,0,TX|V)=C-TXq¢"/?+---, et donc D¥ ® TX est rigide. On note
que pour un opérateur simple comme DX ® T'X, on ne connait pas de preuve directe sur
sa rigidité. La seule preuve existante est de démontrer le théoreme 2.2!

Un corollaire intéressant est un théoreme d’annulation de ﬁ—genre en famille pour

I'espace de lacets libres, il étend aussi 1'analogue de l’espace de lacets du théoreme
d’Atiyah-Hirzebruch dans [101] en famille,

Théoréme 2.3. On suppose que M est connexe et que S* agit fibre a fibre et non-
trivialement sur M. S’il existe m € Z tel que %pl (TX)s1 = —m-T*u?, alors lindice des

familles de DX @ @, | Sym (T X) est nul dans Kg:1(B).

Les arguments dans [21] sont différents de ceux utilisés dans les articles de Bott-Taubes,
Liu et Taubes, méme dans le cas ou la base B se réduit a un point. Dans la preuve,
nous utilisons des opérations de changement (shifting) introduites pour la premiere fois
par Taubes. Mais nous construisons et appliquons directement les opérateurs de change-
ment sur I'ensemble des points fixes. Ainsi, nous évitons d’utiliser les opérateurs de
Dirac sur le fibré normal dans ’espace de lacets, et d’analyser la propriété de Fredholm
correspondante pour ces opérateurs comme dans 'article de Taubes [126].

D’abord, nous démontrons une formule des points fixes en K-théorie pour I’action S*!
qui nous permet de démontrer des théoremes de rigidité et d’annulation pour I'indice des
familles en K-théorie. Si nous notons Ind(D* ® ©,(TX|V),n,h) € K(B) la partie de
coefficients de ¢" dans Ind(DX ® ©,(TX|V)) sur laquelle g € St agit par multiplication
par ¢", alors nous montrons finalement que pour tout p € N, on a

(2.7) Ind(D* ® ©,(TX|V),n,h) =Ind(D* @ O,(TX|V),n + ph + p*m, h + 2pm).

Rappelons que pour L C Z? un réseau et I' C SLy(Z) un groupe modulaire, une fonction
holomorphe F' sur C x H est une forme Jacobienne d’indice m et de poids k sur L x T,

s'il existe 1 un caractere de I" tel que pour (¢t,7) € Cx H, (A\,u) € L, A = <CCL Z) erl,
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on a

13 aTt + b mim(c cT
(2.82) P ———) = Y(A) (7 + )t/ (1, 7),
(2.8b) F(t+ M+ p,7) = e MmN T2 pg 1),

En effet, ’équation de coefficients de Fourier de (2.8b) vérifie une équation analogue de
(2.7). Le théoreme 2.2 est alors une conséquence de (2.7).

Dans [19], avec Liu et Zhang, nous prouvons des théorémes de rigidité et d’annulation
au niveau de la K-théorie équivariante pour les variétés Spin® et pour les variétés presque
complexes. Dans ces cas, 'action d'un groupe acyclique additionnel introduite par Wit-
ten entraine de nouveaux phénomenes.

Avant de finir cette partie, nous expliquons un peu notre formule des points fixes en K-
théorie pour I'action S* qui est démontrée par des techniques de localisation analytique
développées par Bismut-Lebeau [59, §8,9] et Wu-Zhang [129]. Nous supposons que B
est connexe. Soit & un fibré vectoriel complexe S'-équivariant sur M. Soit Mg la
sous-variété des points fixes de S! et Mg1 = U, M, ses composants connexes. alors
ms1 : Mg — B est une fibration de fibre U,Y,. Sur M,, on a des décompositions
orthogonales de T'X, &,

(29) TX|Ma =TY, Do<w Nvu 5 - @vgvu

et N,, &, sont des fibrés vectoriels complexes sur lesquels g € S! agit par multiplication
par ¢g¥ (N,, &, peuvent étre zéro).

Par (2.9), la structure spinorielle sur X et le fibré en droites ®,det N, sur M,
induisent canoniquement une structure Spin¢ sur 7Y, on note DY* ® V 'opérateur de
Dirac Spin® twisté par V' comme avant. Comme T'X est spinoriel, >  vdim¢ N, = 0
mod (2). On pose

(210) R(Q) = (]% 2y fol dime Ny ® (Squ“ (Nv) ® det Nv) ® < Do qU€v> - Z ann>
v>0 n
R(g) = g 4 XN @y sym - (N,) @ (@0 0°6) = D Rig™
v>0 n
Nous notons Ind (DX @ &, n) la partie de Ind(D¥ @ §) € Kg1(B) sur laquelle g € S*
agit par multiplication par g". Le théoréeme suivant donne un raffinement au niveau

de la K-théorie pour le théoreme d’Atiyah-Bott-Segal-Singer, et le théoreme 2.1 est son
corollaire immédiat.

Théoréme 2.4. (|21, Théoreme 1.1]). Pour n € Z, on a l'identité suivante dans K(B),
(2.11) Ind (DX @&, n) =) (—1)=o<e N Ind (D™ @ R,)

= Z(_1)2U<0 dimg¢ Ny Ind (DYa ® R;) ‘

2.2. Genres elliptiques et Feuilletages. Pour montrer les théoremes d’annulation
du nombre de caractéristique pour un feuilletage, la méthode classique est d’utiliser
le théoreme de l'indice ou le théoreme des points fixes pour un feuilletage développés
par Connes, Skandalis, Heitsch, Lazarov [94], etc. Dans [20], avec Liu et Zhang, nous
prouvons des théoremes d’annulation pour des classes de genre elliptique généralisé sur
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les feuilletages a ’aide du théoreme de l'indice classique. Nos idées principales sont
d’exploiter les fonctions théta de Jacobi et de construire une nouvelle classe d’opérateurs
elliptiques associés aux feuilletages, les opérateurs de sous-Dirac.

Soit M une variété compacte orientée de dimension paire. Soit F' un sous-fibré
spinoriel, de dimension paire de TM. On suppose que F' est un sous-fibré intégrable
non-trivial de T'M, alors F' induit une structure de feuilletage de M. On suppose que
St agit sur M et préserve le feuilletage induit par F. Un cas spécial de notre résultat
peut se formuler comme suit :

Théoreme 2.5. ([20]). Si M est conneze, et si S agit non-trivialement sur M et
p1(F)g1 = m7*u® pour un m € Z, alors le genre de Witten de M est nul, c.a.d.

(2.12) / A(TM) ch(&.,Sym,.(TM)) = 0.

2.3. Genres elliptiques des orbifolds. Motivé par une conjecture des physiciens (Di-
jkgraaf, Moore, Verlinde, Verlinde), des mathématiciens ont travaillé sur les genres el-
liptiques des orbifolds. En particulier, quand 'orbifold est un quotient global M /G (ou
M est une variété complexe compacte et G un groupe fini agissant sur M), Borisov et
Libgober [65] ont suggéré une définition des genres elliptiques orbifolds. Notons que
beaucoup d’orbifolds intéressants ne sont pas un quotient global. Dans [22], avec Dong
et Liu, nous généralisons leur définition a un orbifold général, et nous démontrons la
proprié¢té de rigidité.

2.4. Genres elliptiques et Algebre vertex. L’algebre vertex est une généralisation
naturelle de I'algebre de Lie affine introduite par Borcherds [63]. Borcherds a résolu
la conjecture de ”Moonshine de Conway-Norton” en utilisant 1’algebre vertex. Elle est
aussi une définition mathématique rigoureuse de la partie chirale de la théorie des champs
quantiques en dimension 2 étudiée intensivement par les physiciens.

Dans [23], avec Dong et Liu, nous étudions les théorémes de rigidité et d’annulation
pour des opérateurs elliptiques sur les espaces de lacets tordus par les fibrés vectoriels
de modules d’algebre vertex. C’est le résultat le plus général sur le théoreme de rigidité.
Nos résultats sont nouveaux méme dans le cas de I'algebre vertex de réseaux. En effet,

les éléments dans (2.4) correspondent a des modules intégrables de plus haut poids et

de niveau 1 de l'algebre affine Dl(l)

vertex associée a un réseau.

Soit V' = @,,>¢V,, une algebre vertex fortement rationnelle. Alors V; est une algebre de
Lie définie par [a, b] := agb. La forme bilinéaire (a,b) = a1b sur V; est Aut(V')-invariante
(les opérations agb, a;b sont définies dans la définition de I’algebre vertex). Rappelons
que le groupe (e*|a € V;) agit naturellement sur V. Soit G un groupe de Lie compact
qui agit sur V' via un morphisme de G dans (e*|a € V;). Alors G agit sur tout V-module.

, et ils sont des modules irréductibles d'une algebre

Soit P un fibré G-principal S'-équivariant sur X. Si M* = ;OZOML‘ 4p est un V-
module, on définit
(2.13) Y(M*, P) = (P xag My)g* € K(X)[lg]],
A

et P xg MY est le fibré vectoriel associé a la représentation de G sur MY'.
Notons que la forme bilinéaire G-invariante a1b sur V; définit une classe caractéristique
St-équivariante Q(V7)g1 de P.
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Théoreme 2.6. Supposons que V' est une algebre vertex fortement rationnelle et M un
V-module irréductible. S’il existe m € Z tel que

(2.14) QWV)st —pi(TX)g1 =m -7 u> dans Hi(X,Q),

alors lopérateur elliptique

¥R (é Sym,,(TX) @ (M, P))

est rigide pour m = 0, et son indice équivariant est nul si m < 0.

Mais nous ne savons pas comment le raffiner au niveau de la K-théorie équivariante.

Motivé par le probleme de la construction géométrique de la cohomologie elliptique,
dans [24], avec Dong, Liu et Zhou, nous introduisons une K-Théorie pour les fibrés vec-
toriels de modules d'une algebre vertex, et nous vérifions ses propriétés cohomologiques.
Nous espérons qu’elle aura des applications en comparant avec 1’histoire de la K-Théorie
habituelle.
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3. NOYAUX DE BERGMAN

Le noyau de Bergman des variétés projectives a été étudié en particulier dans [127],
[131], [75], [106], [76], ou est établi le développement asymptotique du noyau sur la
diagonale associé a une puissance tendant vers +oo d’un fibré en droites positif. Les
coefficients de ce développement donnent des informations géométriques sur la variété
projective associée. Ce développement asymptotique joue un role crucial dans un travail
récent de Donaldson [84], ou I'existence d'une métrique kihlérienne de courbure scalaire
constante est reliée a la stabilité de Mumford-Chow.

Nous étudions le développement asymptotique de ce noyau dans le cas plus général
des variétés symplectiques ou orbifolds symplectiques. Notre approche est inspirée de la
théorie de l'indice locale, en particulier de [59, §11].

Soit (X,w) une variété symplectique compacte de dimension 2n, soit (L, %) un fibré
en droites hermitien, et soit V¥ une connexion hermitienne sur L telle que sa courbure
RE vérifie %RL = w. Soit (E,h¥) un fibré vectoriel hermitien sur X et soit VZ une
connexion hermitienne sur E et soit R” sa courbure. Soit g7* une métrique riemannienne
sur X, et VI la connexion de Levi-Civita sur (X, ¢g”*), RTX sa courbure, et r¥ sa
courbure scalaire. Soit J une structure presque complexe de T'X qui est compatible
séparément & g7X et w, en particuleir, w(-, J-) définit une métrique sur TX. Soit VX.J
la dérivée covariante de J induite par VI¥. On pose J € End(T'X) (on ne suppose pas
que J =J) tel que
(3.1) w(u,v) = g™ (Ju,v).

Soit dvy la forme de volume riemannienne de (T'X, g7%). Les métriques g7, ht, h¥
induisent un produit hermitien sur Q**(X, L’ ® F) = @,_, Q*(X, L’ ® E), I'espace de
(0, ®)-formes € & valeurs dans L? @ F,

(3.2) (s1,82) = /X (51(2), 52(2)) nowmiren dvx ().

Soit D, Popérateur de Dirac Spin® sur Q%*(X, L’® F)). Soit ® une section lisse hermiti-
enne de End(E). Soit 7(z) = —7 Tripx[JJ] et soit AL"®F = VL' OE-gL'SE Popérateur de
Laplace-Bochner sur (X, L? ® E). Alors 'opérateur de Laplace-Bochner renormalisé
est défini par

(3.3) Ay = AYEE —pr 4 @,
Notre point de départ est une observation simple faite avec Marinescu [25].

Théoréme 3.1. ([25]). Soit py = 2minf,cx Spec(—JJ)x > 0. Il eziste Cp,,C > 0, py € N
tels que pour p > pog, les spectres de Dg et A, o vérifient

(34) SpeC(Df)) C {O} U [2p/,1,0 - CL, “"O()[7 Kel" Dp|QO,impair — 0,

(3.5) Spec(Ap o) C [—C,C]U [2ppo — C, +o0.

De plus, si on note H,, l'espace propre de A, o associé a des valeurs propres dans [—C, C],
alors pour p > po,

(3.6) dim M, = dim Ker D, = / Td(TX) ch(L? ® E).
X
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Nous démontrons (3.4) comme une application directe de la formule de Lichnerowicz,
et (3.5) comme son corollaire direct. Notons que 'annulation du noyau de D,|qo.impair €st
aussi démontrée par Borthwick-Uribe [66, Théoreme 2.3], Braverman [73]. Si £ = C,
(3.5) (sans préciser pp) est le résultat principal de Guillemin-Uribe [93], et si de plus
J = J, on trouve aussi (3.6) dans [66, p858]. Leur idée est d’appliquer I'analyse des
opérateurs de Toeplitz de Boutet de Monvel-Guillemin [71] sur le fibré de cercle unitaire
de L*.

Remarque 3.2. Les opérateurs Di et Ao sont deux versions en géométrie presque
kahlérienne de 'opérateur de Laplace-Kodaira de la géométrie kihlérienne. En effet, si
(X,w) est une variété kdhlérienne et J = J, et si L, F sont des fibrés holomorphes de
connexions holomorphes hermitiennes, alors

(3.7) D, =V2(0+9),
25*5 = DZ|QO’O = Ap,O — RE(’UJZ',@Z'),

et {w;} est une base orthonormale de 79X, de plus D? préserves la Z-graduation de
Q" (X, P ® E). Si E = C, alors pour p assez grand, Ker D, = Ker A, = H°(X, L?).
Dans ce cas, le théoreme 3.1 est un corollaire simple de Bismut-Vasserot [61, Théoreme
1] qui est démontré en appliquant la formule de Bochner-Kodaira—Nakano.

Définition 3.3. Le noyau de Bergman P,(z,2') (z,2" € X) est le noyau € de la
projection orthogonale P, de Q%*(X, LF ® E) sur Ker D, associé¢ a dvx(z'). Soit Py, la
projection orthogonale de €>°(X, L? ® E) sur ‘H,. Pour ¢ € N, le noyau de Bergman
généralisé P, ,(x,2') (z,2/ € X) est le noyau €> de (A, )P, (on note (A, )" = 1)
associé a dvx (z').

Notons que pour z € X, Py(z,z) € End(A(T**VX) ® E),, P,,(z,z) € End(E,).

Dans [26], [27], avec Dai et Liu, nous étudions le développement asymptotique du
noyau de Bergman P,(z,z'). On note Icgp la projection de A(T*OY X))@ F sur C®E sous
la décomposition A(T**VX) = CaA>(T*OD X). Soit det J la fonction de déterminant
de J, € End(7,X). Un des résultats principaux de [27] est le suivant.

Théoréme 3.4. ([27]). Il existe des sections € b.(x) (r € N) de End(A(T* "V X)® E)
qui sont des polynomes en RTX | R RE (resp. RE), et leurs dérivées d’ordre < 2r — 1
(resp. 2r), et en les inverses des combinaisons linéaires des valeurs propres de J, telles
que pour k,l € N, il existe Cy; > 0 tel que pour v € X, p e N, on a

(3.8)

< Crap" 1
¢! ’

De plus on a by = (det J)?Icgp.

Enfin, pour tout k,l € N, il existe s € N tel que les constantes Cy,; sotent uniformes
sur tout sous-ensemble de {(g7*, ht, VE, hE, V¥ J)} borné pour la norme €° sur
lequel les métriques 7% sont de plus uniformément minorées.

Nous étudions aussi le développement asymptotique du noyau de la chaleur correspon-
dant, et nous le relions au développement de P,.
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Théoréme 3.5. ([27]). Il existe des sections €™ b,, (r € N) de End(A(T*"VX) ® E)
sur X telles que pour u > 0 fizé, on a un développement asymptotique au sens de (3.8)
quand p — o0,

k

u -r n—k—

(3.9) exp(—]—?Df))(x,x) = bu(x)p” "+ 0@,

r=0
De plus, quand v — o0,

(3.10) bru(2) = by(z) + O(eH0v).

Le théoreme 3.5 nous donne aussi une fagon de calculer les coefficients du développement
asymptotique pour F,, de la méme maniere que pour les coefficients du développement
asymptotique du noyau de la chaleur. En particulier, dans le cas holomorphe, les deux
théoremes ci-dessus nous donnent une nouvelle preuve du théoreme suivant,

Théoréme 3.6. Si (X,w) est une variété kihlérienne compacte, et J = J, alors il existe
b, des sections de End(E) telles qu’on a (3.8), et b.(x) sont des polynémes de RT*, RF
et leurs dérivées d’ordre < 2r — 1 en x, et

(3.11) bo =1Idg, b = 8% ARF (wy, w;) + r 1dg |.

Le théoreme 3.6 est essentiellement démontré par Zelditch [131], Catlin [75] en ap-
pliquant la parametrix de Boutet de Monvel-Sjostrand [72] pour le noyau de Szegé; Lu
[106] et Wang [128] ont calculé (3.11) par la méthode de ”section pic” de la géométrie
complexe.

Dans [27], nous avons aussi étudié le développement asymptotique en dehors de la
diagonale [27, Théoreme 3.18|, qui est nécessaire pour étudier le noyau de Bergman
sur un orbifold. En effet, la propiété de trou spectral (3.4) de D7 et la vitesse finie
de propagation des solutions d’équations hyperboliques nous permettent de localiser le
probléme en un probléme sur R?®. Aprés avoir introduit une famille de normes de
Sobolev définies par la connexion de changement d’échelle sur L?, nous pouvons étendre
les techniques d’analyse fonctionnelle de [59, §11] & notre situation, et de cette fagon,
nous pouvons aussi estimer ses dérivées en t = ﬁ. Notre preuve [27] est simple, et on
la généralise facilement au cas des orbifolds, qui est une étape importante pour établir
une version du résultat mentionné de Donaldson dans le cas des orbifolds.

Dans [28], [29], avec Marinescu, nous étudions le développement asymptotique des
noyaux de Bergman généralisés P, ,(x,2’) pres de la diagonale (c.a.d. pour d(z,z') <
o/\/p). Par (3.5), lopérateur A, 3 a de petites valeurs propres non-nulles quand p — oo
(d’apres (3.4), la seule petite valeur propre est zéro pour D,, d’ott nous tirons I'équation-
clé [27, (3.89)]). Nous combinons l'estimation de normes de Sobolev dans [27] et une
astuce de séries formelles pour conclure.

Théoreme 3.7. ([29]). (i) Il existe des sections €, by, (x) (r € N) de End(E) qui sont
des polynomes en RTX, R¥ (resp. RL, ®), leurs dérivées d’ordre < 2(r + q) — 1 (resp.
2(r +q)), et en les inverses des combinaisons linéaires des valeurs propres de J, telles
que pour k,l € N, il existe Cy,; > 0 tel que pour x € X, p €N, on a

1

k
(3.12) = Pyp(w,@) =Y bgr()p”
r=0

k-1
» <Crip :
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De plus on a
(3.13) boo = (det J)Y21dg .

Enfin, pour tout k,l € N, il existe s € N tel que les constantes C} ; sotent uniformes
sur tout sous-ensemble de {(g**, ht, VL, hE VE J ®)} borné pour la norme €° sur
lequel les métriques g7 sont de plus uniformément minorées, et la norme €' dans (3.12)
inclue aussi les dérivées de parameétres.

(i) Si J = J, alors pour ¢ > 1, ?

1 1
(314) b(),l = 8—|:7’X+Z‘VXJP+2\/—1RE(6]',J6]'):|,
T
1 v—1 q
(3.15) buo = <ﬂ\VXJ|2 + SR ey Je;) + @) .

Si = Cet ® =0, alors 8mby; = rX 4 i\VX J|?, c’est exactement la courbure scalaire
hermitienne qui a été utilisée par Donaldson [83] pour définir son application moment
sur l'espace de structures presque complexes. Le terme by o = ﬁ\VXJ |2 corrige et raffine
un résultat de Borthwick-Uribe [68] sur la fonction de densité spectrale.

Dans [29], nous généralisons aussi nos résultats a des variétés non-compactes ou sin-
gulieres, nous traitons aussi le cas de revétement. De cette facon, nous obtenons un
traitement uniforme de la convergence de la métrique de Fubini-Study induite, I'inégalité
de Morse holomorphe et la caractérisation de ’espace de Moishezon. Pour finir cette par-
tie, nous décrivons nos résultats sur les sections pseudo-holomorphes d’un fibré en droites
positif.

Par le théoréme 3.1 et la remarque 3.2, un candidat naturel pour remplacer H°(X, L?)
est H, pour Uopérateur A, o associé a E'= C. On note PH; I'espace projectif associé au
dual de H,, et on identifie PH a la Grassmannienne des hyperplans dans H,,. Comme en
géométrie algébrique, on définit I'application de Kodaira ®, : X — PH> par ®,(z) =
{s € H, : s(x) = 0}. Soit wpg la forme kihlérienne associée a la métrique de Fubini-
Study sur PH,.

Théoréme 3.8. ([29]). (i) Pour p assez grand, @, : X — PH; est bien définie et est
un plongement.

(ii) Pourl >0, il existe C; > 0 tel que pour p assez grand,

1 C
(3.16) ; Dp(wrs) —w| | < ;l.
Remarque 3.9. 1) Si (X,w) est kéhlérienne, et L est holomorphe, alors (i) est le
théoreme de Kodaira. (ii) est un résultat de Tian [127, Théoreme A] comme une solution
d’une conjecture de Yau. Dans [127], Tian a obtenu (ii) pour | = 2 et le terme a droite
de (3.16) est estimé par C;/,/p. Ruan [124] I'a amélioré a la forme présente.

2) Borthwick et Uribe [67, Théoreme 1.1], Shiffman et Zelditch [125, Théoremes2, 3]
ont démontré aussi une version symplectique de [127, Théoreme A]. Eu lieu d’utiliser
H,, ils ont utilisé 'espace HY(X, L?) (cf. [67, p.601], [125, §2.3]) des sections presque
holomorphes suggéré par Boutet de Monvel et Guillemin [71], [72]. Notons que H}(X, L)
est le noyau d'un opérateur pseudo-différentiel qui ne se définit ni canoniquement, ni
uniquement, H9(X, L?) non plus.

Dici |[VXJ]2 = D |(V& J)ej|? qui est deux fois le terme correspondant [VX.J|? dans [28].
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Résumeé. Soit 1y : W — V (resp. m, : V' — §) une submersion holomorphe de variétés
complexes, de fibre compacte. Soit ¢ un fibré holomorphe sur W. Dans cette Note,
on annonce un résultat qui exprime une combinaison des formes de torsion analytique
associées a m,, m, et T, o, a 'aide de classes de Bott-Chern. Ce résultat étend une
formule de Berthomieu-Bismut a une situation en famille.

Analytic torsion forms and families of submersions

Abstract.  Let n; - W — V (resp. 7, : V — S) be a holomorphic submersion of complex
varieties with compact fibre. Let & be a holomorphic vector bundle on W. In this
Note, we announce a result which relates a combination of the analvtic torsion forms
associated to m,, © and 7, o 7y in terms of Bort-Chern classes. This result extends
to a relative situation a result by Berthomieu-Bismut on the behaviour of submersion
of Quillen metrics.

Abridged English Version

The purpose of this Note is to extend to a relative situation a result of Berthomieu-Bismut [1] on
the behaviour of submersions of Quillen metrics.

Let 71 : W — V (resp. my : V' — ) be a holomorphic submersion of complex varieties with
compact fibre X (resp. Y). Let m3 = 75 o wy. Then 73 : W — S is a holomorphic submersion with
compact fibre Z. Let £ be a holomorphic vector bundle on W.

One assumes that the R'm1.&, Rims.&, Rimo Rim). € are locally free.

Let w' (resp. w'") be a real closed (1.1)-form on V(resp. W), which induces a metric g™ (resp.
g77) on the relative tangent bundle T'Y (resp. 7'Z). Let g7 be the metric on 7X induced by w' .
Let A% be a Hermitian metric on £.

Note présentée par Jean-Michel Bismur.

0764-4442/97/03240205 © Académie des Sciences/Elsevier, Paris 205



40

X. Ma

Let h#(#&i%) denote the Ly metric on H(Z,&z) = R*m3.& which one obtains by using the Hodge
theory of the fibres Z. Also, we denote by hfi™ & (resp. hF) the L, metric on R*my,& (resp.
Ey = Ry, R*my,£) associated with g7 AS (resp. g7, hfm-8),

Let % be the vector space of real smooth forms on S, which are sums of forms of type (p.p).
Let I’ be the vector space of the forms o € P° such that there exist smooth forms /3,v on §
with v = 93 + .

Let 1y(w' . h%) (resp. Ty (w" . 18). resp. To(w"", hE7™-€)) be the analytic torsion forms of Bismut-
Kohler [6] on S (resp. V. resp. S) associated with (s, g7" . h&) (resp. (my,g7"" . h%), resp.
COTEANY LIS PN

On W, we have the exact sequence of holomorphic Hermitian vector bundles

0—=TX =TZ —mTY — 0.

Let Td(TZ.TY,¢T%.gT>) be the Bott-Chern class constructed in [5].

For s € 5. let (I, ..d, ) (r > 2) be the Leray spectral sequence [11] of the fibration 7; : Z, — Y,.

We construct the Bott-Chern class ch(E,. H(Z. §z) hE2 pHZ82)) € PS /P59 under one of the
two following assumptions:

(1) The E, (r > 2) are locally free,

(ii) 7, is projective and V is a projective manifold.

THEOREM 0. - The following identity holds
Ts(w' ' hE) =Th(w", RETCE) 4 / TA(TY, g )T (W™, hE)
Jy

+ (B, H(Z.€ 7). hF2 hHZ€2)
_ / 'f(l(TZ, TY, gTZ7 !JTY)(:h(f, h{) in PS/PS‘O_
JZ

1. Introduction

Soit m : Z — Y une submersion holomorphe de variétés compactes complexes de fibre X. Soit &
un fibr¢ holomorphe sur Z. Soit A(§) I'inverse du déterminant de la cohomologie de &. Supposons
que, pour 0 < & < dim X, R¥m,£ est localement libre. Soit A(R*7.£) la droite complexe

dim .\

(1) AR .E) = Q) (A\(RFm.€) ",

k=0

Alors, par la théorie de la suite spectrale sur le complexe de Dolbeault, A\(§) ~ M(R*m,£).

Soient g”%.¢g™" des métriques kahlériennes sur TZ, TY. Soit h¢ une métrique hermitienne sur
£ Soit A'"™¢ la métrique Ly sur R*m,¢ associée 2 ¢TZ, hE. Soient || lae) €t I agen. e
les métriques de Quillen sur les droites A(£) et A(R*m.£). Bismut et Kdhler [6] ont construit
des formes de torsion analytique sur Y qui généralisent en degré arbitraire la torsion de Ray-
Singer [14], et ils ont montré qu’elles vérifient des formules d’anomalie, qui les rendent « naturelles »
en théorie d’Arakelov. Dans [1], Bismut et Berthomieu ont calculé une formule explicite pour
(ljog([|(|)] aer/ Il Haren E))2 a l'aide de classes de Bott-Chern et des formes de torsion analytique

e
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Formes de torsion analytique et familles de submersions

L’objet de cette Note est d’annoncer une extension de | 1] en situation relative. En effet, on considére
des submersions 71 : W — V., w3 : V' — 5. On pose 73 = w3 o ;. On donne une formule exprimant
en combinaison naturelle des formes de torsion analytique associées & my,mo, 7y 4 1’aide de classes
de Bott-Chern [5].

La preuve de cette formule repose sur des techniques de limites adiabatiques de Bismut-Cheeger [4]
et sur la suite spectrale de Leray. La stratégie générale de la preuve est identique 4 la preuve d’un
résultat de Berthomieu-Bismut [I].

Les preuves des résultats annoncés dans cette Note sont développées dans [12].

2. Une famille de submersions complexes

Soit 1y : W — V (resp. my : V — §) une submersion holomorphe de variétés complexes de
fibre compacie X (resp. Y). Alors 73 = 7w 0w : W — S est une submersion holomorphe de fibre
compacte Z. On a donc

X z %
e
(2)
Y Ve S.

Soit £ un fibré holomorphe sur W,

Dans toute la suite, on suppose que R*w1.&, R*m3.£ et R*mo, R*m1,.£ sont localement libres. Soit
H(Z.&z) la cohomologie de ;. Alors H(Z.¢|;) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Plus
exactement R*m3.& = H(Z.§z).

On suppose désormais que la fibration 7y : V — S (resp. m3 : W — S) est kiihlérienne au sens
de [5]. Plus précisément, soit w'" (resp. w"") une (1.1) forme réelle fermée sur V (resp. W), dont
la restriction a chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7 (resp. ¢7%) sur le
fibré tangent relatif T'Y (resp. T'Z). Soit g7~ la métrique hermitienne sur 7°X induite par w'"'. Soit
h* une métrique hermitienne sur ¢.

Pour s € 5, soit 2(Z,,¢z,) le complexe de Dolbeault relatif. Soit «7# I'opérateur de Hodge
associé a ¢77 sur A(7% 7). On munit Q(Z, §)z) de la métrique hermitienne L, normalisée

1 dimZ
. AN L JTZ
(3) (s.s) = (5;) /4 {s.x7%s >h£.

Par identification de H(Z,z) aux éléments harmoniques dans le complexe $2(Z, &iz), on note
hH(Z&2) Ja métrique Ly associée sur H(Z.£z). De méme, on désigne par h™ € I métrique L,
sur R*mi,.£ associée a g¥~, he.

Soit P° 1’espace des formes réelles C™ sur S qui sont la somme de formes de type (p,p). Soit
P3° Iespace des v € P, qui s’écrivent v = 93 + 0, ol /4 et v sont C™ sur S.

Si K un fibré holomorphe avec métrique ¢® et si () est un polynéme caractéristique, on désigne
par Q(K,g%) € P la forme de Chern-Weil associée 2 la courbure de la connexion holomorphe
hermitienne sur K.

Soit Ta(w™ , h¢) (resp. Ti(w". k), resp. To(w' . h¥71€)) les formes de torsion analytique
construites dans Bismut-Kohler [6] sur S (resp. V, resp. S) associées 2 (7r3.,w”'v.,/r,5) (resp.
(m1,w™ . hE), resp. (mz.w" ATT-8)). Les formes T vérifient I'équation

9, w v L H(Z.£, '
@) ST R = W(H(Z.62). W40 / TA(TZ.g"%) ch(€, )
’ Jz
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et les formes 7 et T vérifient des équations analogues. Dans [6], on a établi des formules d’anomalie
pour ces formes qui les rendent potentiellement compatibles au formalisme d’image directe en théorie
d’Arakelov de Gillet et Soulé [10].

On considere la suite exacte de fibrés holomorphes hermitiens sur W

(5) 0—-TX -TZ - xTY — 0.

Soit Td(T'Z, TY, 97%,9™") € P"V/PW'° la classe de Bott-Chern de [5] telle que
39 T/ ™y TZ TY TZ * TY \y - TX
(6) %Td(I’Z,IY,g 9 ) =TdTZ,g"7) — 7 (TA(TY, g™ )) TA(TX, ¢ ).

3. Définition de la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z, §1z), hE> RHZE2)) ¢ pS/pSo

On montre tout d’abord que pour s € S, le complexe de Dolbeault Q(Z,, &z, ) muni d’une filtration
convenable calcule la suite spectrale de Leray (E, ,d, ) (r > 2) au sens de Grothendieck [11].
Comme dans {1], on construit la métrique h¥~< sur E, . associée a ¢7%, gtV Rt

Soit (E£,v) (avec E' = @!", E') un complexe de fibrés holomorphes sur S. Pour s € S, on note
H,(E) la cohomologie du complexe (F,v),. On suppose que le rang de H!(E) est localement
constant. Ainsi H(F) est un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Soit hE’ (resp. K1)y une métrique
hermitienne sur E’ (resp. H(E)). En imitant [5] et [6], on peut construire une classe de Bott-Chern
ch(E H(E),hE hH(E)) € PS/PSO elle que
(7) 5—‘9-71@ H(E),h* W ¥y = ch(E, hF) — ch(H(E), hH®))

P N

LT

Soit F'= F > ... D F™ = 0 une filtration de fibrés holomorphes sur S. Soit Gr' F' = F'/FL
Soit At (resp. K" *) une _métrique hermitienne sur F' (resp. Gr F). De méme, on peut construire
une classe de Bott-Chern ch(F, Gr F, h¥, hCr ¥y ¢ PS/pSO quj vérifie

99 ~ e V
(8) T‘,ch(ﬁ Gr P, h" b F) = eh(F, F) = ch(Gr F, b6 F),
i

PROPOSITION 1. — Soit £ = (£77) (0 < p,q < 1) un bicomplexe de fibrés holomorphes hermitiens sur
S. Soit H'(€) la cohomologie de E de degré i. Soit (&, d.) la suite spectrale induite par la filtration
FPE = @]7/2]) Er fv’: On suppose que pour p,q.r > 0, le rang des fibres EPY est localement constant.
Soit he+ (resp. hH(E)) g métrique sur &, (resp. H(E)) induite par h®. Alors on a

(9) ch(&, H(E),hE hHE)) = D Ch(E iy, hE RS
1=

- al(H(S),Sw, RHE) hE<y  dans P3PS0,

Dans la suite, on définit la classe de Bott-Chern ch(E,, H(Z, §z), hP2. WH(Z82)) ¢ pS/pso
dans les trois cas suivants :

(1) On suppose que le fibré holomorphe ¢ est 7,, et T3, acyclique.

Alors £y = H(Z, §)z). Par la construction de [5], la classe de Bott-Chern (;}VI(EQ, H(Z,§z),
W2 pHZ82)) € PS/PSO et bien définie.
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(ii) En toute généralité, si le rang de F, (r > 2) est localement constant sur .S, on pose :

(10) ch(Ey, H(Z,&2),h™ W2 €20y =N ch(E;, Eiypr BB 1hE+)

1=2

— Ch(H(Z,€2), Boo, W1 Z617)_pFox),

(iii) On suppose que I’application m; est projective [5], p. 337, et que V' est une variété projective.
Soit n = dim Z.

Soit (£")o<i<n une résolution 7, et w3, acyclique de fibrés holomorphes de £ sur W, et
F = (F%i)y<; j<n une résolution m,, acyclique de fibrés holomorphes du complexe (RO7,.£%) au sens
de [8], chap. XVIL Si on filtre le bicomplexe E(F) = Rrs, F par FFE(F) = D, >, ROy FoP,
alors la suite spectrale associée (E,.(F'),d,) calcule la suite spectrale de Leray (E,.d,) (a partir
de » = 2).

On se donne des métriques hermitiennes AZ" ") sur EP4(F) = ROy, FP4.

DEFINITION 2. — On définit la classe de Bott-Chern ch(Es, H(Z, £z), hF2, pH(Z82)) ¢ pS/pSO
de la maniere suivante

(11) ch(Ey, H(Z,€7), hP, W Z82)) —ch(E(F), H(E(F)), hEF) | pHZ82))
— ch(E(F), Ey(F), hEE) | B2y,

PROPOSITION 3. — La classe ch(Ey, H(Z, €12), hF2 WH(Z82)) ne dépend pas du choix des résolutions
et des métrigues. De plus, on a

90 ~ , ‘
(12)  S—ch(E H(Z, §2),h"2 W 2820y = ch(Ey, hF2) — ch(H(Z,€),), b1 2820y,
i)
On vérifie, sous les hypothéses de (iii), la compatibilité de notre construction 2 (ii).

4. La fonctorialité des formes de torsion analytique

On énonce maintenant le résultat principal de cette Note, qui étend en degré arbitraire un théoréme
de Berthomieu-Bismut [1] sur les métriques de Quillen [5]. Cet énoncé s’applique dans les trois
cas précédents.

THEOREME 4. — On a !'identité

(13) Ty(w", b8) =To(w" B8+ [ TA(TY, g™ )Ty (W™ hE)

=

hE pH(Z812))

~—

+‘;B(E2=H(Z,f|z
- / TA(TZ.TY, g™, g7 ) ch(&, hE) dans P3PS0,
VA

5. Principe de la preuve du théoréme 4

Notons que les formules d’anomalie de [6] montrent qu’il suffit de montrer le théoréme 4 pour
un seul choix de (1,1)-formes w"' W

Dans la preuve de [12], dans les cas (i) et (ii), on reprend la démarche générale décrite dans
Berthomieu-Bismut [1], mais naturellement, les objets considérés sont maintenant des formes sur S
de degré pair arbitraire.
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Le schéma général de la preuve de |12] consiste a utiliser des techniques de limites adiabatiques en
remplagant " = & + 7iw' par @' + miw (avec T — +00).

Il est clair que dans [12], les techniques d’indice local de [1] doivent étre remplacées par des
techniques d’indice relatif local [2].

Par rapport a [1], une difficulté générale tient au fait que les formes de superconnexion sur S, qui
dépendent d'un parametre «, ne convergent quand © — +o0 qu’a la vitesse % alors que dans [1],
la vitesse de convergence était ¢~ (¢ > 0).

Dans les trois cas, la preuve du cas (i) est essentielle. Dans le cas (ii), il y a une difficulté qui tient
au fait qu'il y a des petites valeurs propres au sens de [9].

Enfin, pour terminer la preuve dans le cas (iii), on appliquera le théoréme 4, cas (i) au complexe
(€%, v) qui est une résolution my. et w3, acyclique de &.

Remerciements. Je tiens & remercier le Professeur J.-M. Bismut de m’avoir proposé ce sujet, et pour d’utiles
discussions.
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Note présentée par Jean-Michel Bismut.

Résumé Dans cette Note, on étend les résultats sur le comportement par immersion des formes
de torsion analytique holomorphes dans un contexte équivarRmol. citer cet ar-
ticle: J.-M. Bismut, X. Ma, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 893-897. 0 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Families of equivariant immersions and analytic torsion forms

Abstract In this Note, we extend the known results on the behaviour by immersion of the holomor-
phic analytic torsion forms to the equivariant caBecitethisarticle: J.-M. Bismut, X. Ma,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 893-897. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

0. Introduction

La métrique de Quillen [19] est une métrique naturelle sur le déterminant de la cohomologie d’un fibré
holomorphe hermitien sur une variété complexe compacte kéhlérienne, gu’on construit a I'aide de la torsion
analytiqgue de Ray-Singer [21]. Cette métrique possede des propriétés remarquables [8], en particulier parce
gu’en situation relative, la courbure de la connexion hermitienne sur le fibré déterminant est donnée par une
formule explicite locale, compatible au théoreme de Riemann—Roch—Grothendieck au niveau des formes
différentielles.

Dans [10], Bismut et Lebeau ont étudié le comportement par immersion de la métrique de Quillen. Dans
leur formule, apparait en particulier le genre addttik) de Gillet et Soulé [12]. Ce résultat a en particulier
permis a Gillet et Soulé [13] de démontrer un théoréme de Riemann—Roch arithmétique pour le déterminant.
Dans [5], on a étendu le résultat de [10] aux formes de torsion analytiques construites dans [7] et [9]. Ce
résultat a été utilisé par Roessler [22] pour démontrer le théoreme de Riemann—Roch arithmétique pour
toutes les classes de Chern.

Dans [3], on a donné une construction d’'une version équivariante du geteegenreR (9, x), et on a
conjecturé qu'il devrait apparaitre dans une version arithmétique équivariante a la Lefschetz du théoréme
de Riemann—Roch—Grothendieck. Dans [4], on a défini une version équivariante de la métrique de Quillen,

Adresses e-mail : Jean-Michel.Bismut@math.u-psud.fr (J.-M. Bismut); ma@math.polytechnique.fr (X. Ma).

O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S$1631-073X(02)02372-5/FLA 893
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pour lequel on a montré un analogue équivariant du résultat de [10], ou apparait précisément le genre
R(0, x).

Kohler et Roessler [15] ont démontré une formule de Lefschetz arithmétique pour le déterminant
eéquivariant, qui généralise la formule de Gillet et Soulé [13].

L'objet de la présente Note est d’annoncer I'extension naturelle des résultats de [5] dans un contexte
équivariant, extension conjecturée dans [16]. Plus précisément, on étudie le comportement par immersion
des formes de torsion analytique holomorphes équivariantes construites dans [17]. La formule obtenue
étend les résultats de [4] en degré arbitraire.

Les résultats annoncés dans cette Note sont démontrés dans [11]. Des applications de ce résultat sont
données dans Kohler [14] et Maillot—Roessler [18].

1. Lecadregéométrique

Soiti : W — V un plongement de variétés complexes, Saine variété complexe. Soity : V — S une
submersion holomorphe de fibre compaktenduisant une submersion holomorphg : W — S de fibre
compacteY, qui est donc plongée dané. Soit n un fibré holomorphe suW, soit (£, v) un complexe
de fibrés holomorphes s qui résout le faisceai,Ow (n). On a ainsi un morphisme de restriction
r : &|lw — n de telle sorte qu’on a une suite exacte de faisceau¥ sur

(E,0) 10— &y > Epo1 — - —> Eg- - — iy — 0. (1.1)

Soit G un groupe de Lie compact agissant holomorphiquemerif spréservant les fibre¥ et la sous-
variétéw c V.

On fait 'hypothése que leR! y . sont localement libres. Alors l6& 7y £ sont également localement
libres. De plus, on a I'isomorphisme dgfibrés holomorpheZ-gradués sus,

Rmy & >~ Rawsn. (1.2)

On fait 'hypothese que la fibratiomy : V — S est k&hlérienne au sens de [8]. De maniére équivalente,
il existe une(l, 1) forme réellew" surV, qui est fermée, et qui induit une métrique de Kahler le long
des fibresX. Ainsi, si J/RX est la structure complexe d&r X, alors w" (JTRX.) est une métrique
Hermitienneh” X surT X. On supposera dans la suite que estG-invariante.

Onposan"” =i*w". Alors y est encore une fibration kahlérienne pour la forstte qui induit surTyY
une métriquex’Y .

Soithé = Py h% une métriques-invariante sué = @, &, Soith” une métriques-invariante su.
Soit Ny, x le fibré normal & dansX, soit AN7/x une métriqueG-invariante SurNy,x. On suppose que
la métriqueh vérifie 'hypothése (A) de [2] relativement aux métriques A7/ . Cette hypothése est
une version métrique du résultat classique d’'unicité locale des résolutions. Par [4, Proposition 3.5], on sait
gu’on peut choisir la métriqué-invarianteh? de telle sorte que I'hypothése (A) soit vérifiée.

2. Lesformesdetorsion analytique équivariantes

Soit PS I'espace des formes®€ sur S qui sont des sommes de formes de typep). Soit PS’SC PS
I'espace des € PS telles qu'il existe des formes€sur S, notéess, y pour lesquelles = 3 + 9y .

Soit (Y, n),ﬁy) la famille surS des complexes de Dolbeault des fibdésa coefficients dang.

Alors G agit naturellement sui2' (Y, n),ﬁy). Soit x 'opérateur de Hodge. On murtit (Y, n) du produit
hermitien fibre a fibre

/! 1 /
<S,S):W/)/<S/\*S )h”- (21)

On fixeg € G. SoitV, C V la sous-variété complexe des points fixegdtansV, qui est fibrée sus,
de fibreX, C X, soitW, C W la variété correspondante dais dont la fibre suS estY,.
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Par hypothéseRmw .7 est un fibré holomorphe localement libre de fitslfgY, n|y).

Soitd"* radjoint formel ded” relativement & (2.1). On pos®’ =3 +3" *. Par la théorie de Hodge,
ona

H'(Y,n) ~kerD". (2.2)

Soithf Y- |a métrique suH (Y, n) induite par (2.1), quand on utilise I'identification (2.2).

Dans la suite, les formes de Chern—Weil sont calculées relativement a la connexion holomorphe
Hermitienne sur le fibré vectoriel considéré. Ainsi, THY, 2"Y) désigne la forme fermée s, qu’on
obtient & partir du genre Todd dans la formule de points fixes de Lefschetz—Atiyah—Bogt fizeiméme
che (, ™) est la forme de caractere de Chern ppsur W, qui apparait dans la méme formule. De méme
g agit sur le fibré holomorphe hermitieid (Y, n). On peut donc définir la forme fermée correspondante
chy (H (Y, nly), k' ¥-11»)) associée a la métrique! 71»),

Soit Tg(ww,h”) e PS les formes de torsion analytique holomorphes équivariantes construites dans
[9,17]. Ces formes sont telles que

%Tg (0", ") =chy (H(Y, yly), W10 —/ Td (TY,h"")ch, (n, h"). (2.3)
YA’

Rappelons briévement la construction Bgw" , ). Soit T# W le fibré orthogonal &Y dansT W
pour la formew" . Soitw"-# la restriction dewV aT7H W. Alors »"-# est une section dej, A%(T5S)
sur W. Pouru > 0, soit B, la superconnexion de Levi-Civita sur le fibrégraduéQ (Y, n) associée a
(THw,hTY h") au sens de [1] de paramétre: u/2. Soit N}, I'opérateur de nombre d@ (Y, n). On pose

wW,H
NY =Ny +i —. (2.4)

On utilise maintenant le formalisme de Quillen [20]. Ainsk T¥ésigne la supertrace évaluée sur les
endomorphismes a trace €e(Y, n).
Soity I'endomorphisme de (75 S) donné paer — (2ir)~9%/2¢. Pouru > 0, on pose

vu=oTr [N, exp(—B7)]. (2.5)

Alors Tg(a)W, h') est la dérivée en= 0 de la transformée de Mellin dey,,.

Il résulte de [9] et [17] que la classe dg(»", 1) dansPS/PS:0 ne dépend que de’”, h”. Plus
généralement, on peut évaluer la dépendance de cette classe par ragpoitden termes des classes de
Bott—Chern de [6]. Pour plus de détails on renvoie a [5, Chapitre 2].

3. Lesformesdetorsion analytique équivariantes d’un double complexe

En procédantcomme en [10,5], on peut construire les formes de torsion analytique associées au complexe

de fibrés(&, v) sur V. Soit en effetNy I'opérateur de nombre dg. Soit (Q‘(X,E),ﬁx + v) le double
complexe de DolbeaulZ-gradué palN\),( — Ny dont la cohomologie est I'hypercohomologie glePour
u > 0, on pose

V.H
N = NS — Ny +iZ—. (3.1)
u

u

Soit B, la superconnexion de Levi-Civita, qu'on construit comme précédemment, ou l'opérateur de

Dolbeaultd”™ est remplacé paﬁx + v. Soit H (X, &) I'hypercohomologie d& dans les fibres<. En

procédant comme précédemment,(X, &) est un fibré holomorphe hermitien, muni d’'une métrique
pH (X8,
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Comme dans [5, Chapitre 3], on peut alors construire les formes de torsion analytique équivariantes du
double complexe, de telle sorte que

—— Ty (0", h¥) =chy (H(X, £|x), kT XEX)) — / Td, (T X, h"X)chy (5, h%). 3.2)
Xé’

Pour construire ces formes, on procede comme dans la Section 2, en remplacant en par,ﬂ’cpbeﬁx.

4. Laformule de comparaison

Soitz(0, x), n(0, x) les parties réelles et imaginaires de la fonction de Ldr@h s) = Z:;"l’ ei”g/ns.
On rappelle que la série formelR6, x) définie dans [3] est donnée par

~ 1 dn x" 1 ile x"
R(e,x>=Zi(Z—.n(e,—n>+2—(e,—n)>—+ > (Z—.;(e,—n)+2—<9,—n>>—.
— j as n! — j as n!
n=20 \j=1 n>1 j=1
n pair n impair

4.1)

Rappelons que suv,, g agit sur7 X|x,. On désigne par, (T X) la classe de cohomologie s,
obtenue en scindafitX|x, selon les angles de I'action deg, et en évaluant le genre additif correspondant
surTX|x,.

Soit Tg (&, h¢) le courant suW, construit dans [4, Section 6] tel que

EE] _
20 (6. ) = (T (N VY ey (. 17) B — (6. @2)
Le front d’onde de7, (£, 1) estinclus dandVy x r-

Soitf'ag(TY, TX|w,, h"*) la classe de Bott-Chern s, telle que

90 —
5 10 (TY. T Xlw,, hTX) =Tdg (T X|w,. k") — Tdg (TY, k") Tdg (Nyx, hNV/X). (4.3)

On construit de méme la classe de Bott—Chay(H (Y, n|y), k1 X:E0 pHX110)y sur s telle que

00 ~
Echg(H(Y, nly), hH X £, hH(Y,nly)) = chg(H(Y, nly), hH(Y,nIY)) _ chg(H(X, Elx), hH(X,§|X))'

(4.4)
Le résultat principal annoncé dans cette Note est le suivant.

THEOREME 4.1. — Onal’identité

C~hg (H(Y, nly), hH(X,SIX)’ hH(YJ?IY)) — T (a)W, h") + T, (a)V’ hé)

Td, (TY, T X|w,, hT¥
:/ ng(TX,hTX)Tg(S,hS)—/ 3( |Wg )
X

v, Tdg(Ny;x,hNv/x)
+/ ng(TX)Rg(TX)chg(s)—/ Tdy(TY)Ry(TY)chy(n) dans P5/PS0.

8 Yg

ch, (n,h")

8

Supposons maintenant qﬂénv*sj =0 pouri >0, 0< j <m et queRmy.n =0 pouri > 0. Alors
on a la suite exactk de fibrés holomorphes hermitiens syr

K:0—> HOX,&n) > HO(X, Em_1) - — HOX, &0) > HO(X, &) — 0. (4.5)
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Soit 2 la métrique hermitienne évidente sdr Soitc~hg(IC, WXy e PS/PS-0a classe de Bott—Chern telle
que

%th (K, K = chy (HO(X, &|x), hH X510) — > (—=Dichy (H(X, &x), RHOX &0, (4.6)
i=0
THEOREME 4.2. — Onal’identité,
To(w" h¥) = (~1) Ty (0", h¥) — chy (K. ”*) =0 dans PS/ P50, (4.7)

i=0
5. Principe delapreuve

Les preuves des Théoremes 4.1 et 4.2, données dans [11], mélent les techniques de [4] et [5]. Il s’agit en
effet de combiner les techniques d’indice relatif utilisées dans [4] avec les techniques de point fixe de [5].
Les méthodes d’'analyse fonctionnelle de [4] s’appliquent sans aucune modification, les techniques d’indice
relatif local sont remplacées par des méthodes d’indice relatif équivariant local.

Remerciements. Jean-Michel Bismut remercie I'Institut Universitaire de France (1.U.F.) pour son soutien.
Références bibliographiques

[1] J.-M. Bismut, The Atiyah—Singer index theorem for families of Dirac operators: two heat equation proofs, Invent.
Math. 83 (1) (1986) 91-151.
[2] J.-M. Bismut, Superconnection currents and complex immersions, Invent. Math. 99 (1) (1990) 59-113.
[3] J.-M. Bismut, Equivariant short exact sequences of vector bundles and their analytic torsion forms, Compositio
Math. 93 (3) (1994) 291-354.
[4] J.-M. Bismut, Equivariant immersions and Quillen metrics, J. Differential Geom. 41 (1) (1995) 53-157.
[5] J.-M. Bismut, Holomorphic families of immersions and higher analytic torsion forms, Astérisque 244 (1997)
viii 4-275.
[6] J.-M. Bismut, H. Gillet, C. Soulé, Analytic torsion and holomorphic determinant bundles. I. Bott—-Chern forms
and analytic torsion, Comm. Math. Phys. 115 (1) (1988) 49-78.
[7] 3.-M. Bismut, H. Gillet, C. Soulé, Analytic torsion and holomorphic determinant bundles. Il. Direct images and
Bott—Chern forms, Comm. Math. Phys. 115 (1) (1988) 79-126.
[8] J.-M. Bismut, H. Gillet, C. Soulé, Analytic torsion and holomorphic determinant bundles. Ill. Quillen metrics on
holomorphic determinants, Comm. Math. Phys. 115 (2) (1988) 301-351.
[9] J.-M. Bismut, K. Kdhler, Higher analytic torsion forms for direct images and anomaly formulas, J. Algebraic
Geom. 1 (4) (1992) 647-684.
[10] J.-M. Bismut, G. Lebeau, Complex immersions and Quillen metrics, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 74
(1991) ii+298.
[11] J.-M. Bismut, X. Ma, Holomorphic immersions and equivariant torsion forms, Preprint Université Paris-Sud,
Orsay, 2002.
[12] H. Gillet, C. Soulé, Analytic torsion and the arithmetic Todd genus, Topology 30 (1) (1991) 21-54. With an
appendix by D. Zagier.
[13] H. Gillet, C. Soulé, An arithmetic Riemann—Roch theorem, Invent. Math. 110 (3) (1992) 473-543.
[14] K. K&hler, A Hirzeburch proportionality principle in Arakelov geometry, Preprint, 2002.
[15] K. Kohler, D. Roessler, A fixed point formula of Lefschetz type in Arakelov geometry |: statement and proof,
Invent. Math. 145 (2) (2001) 333-396.
[16] K. Kohler, D. Roessler, A fixed point formula of Lefschetz type in Arakelov geometry Il: a residual formula, Ann.
Inst. Fourier 52 (2002) 81-103.
[17] X. Ma, Submersions and equivariant Quillen metrics, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 50 (5) (2000) 1539-1588.
[18] V. Maillot, D. Roessler, Conjectures sur les dérivées logarithmiques des fonétidi#gtin aux entiers négatifs,
Preprint, 2002.
[19] D. Quillen, Determinants of Cauchy—Riemann operators on Riemann surfaces, Functional Anal. Appl. 19 (1)
(1985) 31-34.
[20] D. Quillen, Superconnections and the Chern character, Topology 24 (1) (1985) 89-95.
[21] D.B. Ray, I.M. Singer, Analytic torsion for complex manifolds, Ann. of Math. (2) 98 (1973) 154-177.
[22] D. Roessler, An Adams—Riemann—Roch theorem in Arakelov geometry, Duke Math. J. 96 (1) (1999) 61-126.

897



50



51

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 603-608

Géométrie différentielle/Differential Geometry

An anomaly formulafor Ray—-Singer metrics
on manifolds with boundary

Jochen Briining 2, Xiaonan MaP

@ Humboldt-Universitat zu Berlin, Institut fir Mathematik, Rudower Chaussee 25, 12489 Berlin, Germany
b Centrede mathématiques, Ecole polytechnique, 91128 Palaiseau cedex, France

Received 6 July 2002; accepted 9 July 2002

Note presented by Jean-Michel Bismut.

Abstract We establish an anomaly formula for Ray—Singer metrics defined by a Hermitian metric
on a flat vector bundle over a Riemannian manifold with boundary. We do not assume that
the Hermitian metric on the flat vector bundle is flat, nor that the Riemannian metric has
product structure near the boundafg. cite this article: J. Brining, X. Ma, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 603—-608.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Formules d’anomalie pour les métriques de Ray-Singer sur les
variétés a bord

Résumé On annonce une formule d’anomalie pour les métriques de Ray—Singer d’'un fibFéqlat
une variété a bord . On ne suppose ni que la métrique $uest plate, ni que la métrique
surX a une structure produit prés du boRtbur citer cet article: J. Briining, X. Ma, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 603-608.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Version francaise abrégée

Soit X une variété compacte a bokd Soit (F, VF) un fibré vectoriel complexe plat si. Soit g7
une métrique riemannienne sOiX, soiti” une métrique hermitienne sir.

Soit H*(X, F) = @,_o H”(X, F) la cohomologie de de Rham absolueXxi@ coefficients dang'. La
métrique de Ray-Singer sur la droite complexeHittX, F) = Q)_q(detH (X, F))=D” est le produit
de la métrique B standard sur déi*(X, F) et de la torsion analytique de Ray—Singer [14].

Dans cette Note, on annonce une formule d’anomalie pour les métriques de Ray—Singer, qui généralise
le résultat correspondant pour les variétés sans bord [2, Théoréme 0.1]. On ne suppose ni que la métrique
sur F est plate, et ni que la métrique skira une structure produit prés du bord.

Dans notre formule, la contribution du bord est obtenue a partir de la solution fondamentale d’un
probléme modeéle s~ x R, avec condition de bord.

Les résultats annoncés dans cette Note sont démontrés dans [5].
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0. Introduction

Let X be am-dimensional compact smooth manifold with boundaky= Y, and letF be a flat complex
vector bundle ovek, with flat connectiorVf'. We denote byH* (X, F) = @;”ZO HP (X, F) the de Rham
cohomology ofX with coefficients inF with absolute boundary conditions. # is a finite dimensional
vector space, let dét := A™E, and denote bydetE)~! := detE* the dual line. The complex line
detH*(X, F) = ®),_(detH” (X, F))=Y" is the determinant of the cohomology Bf

Choose a Hermitian metri¢,”, on F and a smooth Riemannian metrig, X, on 7 X. By Hodge—de
Rham theory, the de Rham cohomoladdy(X, F) is canonically isomorphic to the kernel of the associated
Laplacian. Hence the chosen metrics induce a canonigahétric, 2/°(X-F) on H*(X, F). Then the
Ray-Singer metric|| - ||§§;H.(X7F), on detH*(X, F) is defined as the product of the metric induced on
detH*(X, F) by h"*(X.F) with the Ray—Singer analytic torsion [14], see also Definition 1.2.

If Y =@ andh” is flat, || - |55+ x.» does not depend og’ X. The Cheeger—Milller theorem [6,12]
tells us that, in this case, the Ray—Singer metric can be identified with the Reidemeister metric, which is
a topological invariant of the flat bundig. Muller [13] extended his result to the case where- dim X
is odd and only the metric induced on dets required to be flat. Bismut and Zhang [2] generalized this
discussion to arbitrary flat vector bundles with arbitrary metrics and showed that in even dimension, the
independence ceases to hold. There are also various extensions to the equivariant case, cf. [9,10,3].

Now considerX with ¥ # ). This case was studied in [9] and [10] under the assumptiormthag flat
and thatg” X is product near the boundary. Dai and Fang [8] were the first to study this problem with flat
but without assuming a product structure §rX nearY, by methods completely different from ours.

In this Note, we announce an anomaly formula for Ray—Singer metrics in the general case, allowing
arbitrary Riemannian metrics ot and arbitrary Hermitian metrics afi. Our method also leads to a local
Gauss—Bonnet-Chern theorem [7] for manifolds with boundary. The full details of our results are given
in [5].

1. Analytictorsion for manifoldswith boundary

Denote byQ (X, F) := @’1’}:0 QP(X, F) = @’1’}:0 C®(X, AP(T*X) ® F) the space of smooth diffe-
rential forms onX with values inF . The flat connection extends naturally to a differentidl, onQ (X, F).
The metricg X, hf induce a Hermitian metri¢ ) o7+ x)or ONA(T*X) ® F. Letdvx be the Riemannian
volume element onT X, g7 X). Leto(T X) be the orientation bundle @fX, which is a flat real line bundle
on X [4, p. 88]; then we can viewvy as a section oA (T*X) ® o(T X). We define the Hermitian product
on Q(X, F) by (0,0") := [y{0,0")ar*x)oF dux, for 0,0’ € Q(X, F). The Hilbert space obtained by
completion is denoted byA(X, F).

We considerd” as an unbounded operator irf(iX, F) with domainQo(X, F) := {0 € Q(X, F);
suppe N'Y = @}. The adjoint operatai”* is also defined o&2q(X, F), and so isD :=df +d’*.

Next we define self-adjoint extensions Bfby elliptic boundary conditions. We use the metricXno
identify the normal bundlévy,x to Y in X with the orthogonal complement @fY in 7 X|Y. Denote by
en the inward pointing unit normal vector field aloig Then we put, with (.) interior multiplication,

QP(X,F):={0 € QP (X, F); i(en)o =i(en)(d" o) =00nY},
- 1)
D, :=D|Qu(X, F):=D| @ QL (X, F), HP(X,F):=kerD,NQL(X, F).
p=0
The operatoD,, is essentially self-adjoint and we denote its closure als®hyBy the de Rham—-Hodge
theorem for manifolds with boundar§f? (X, F) is canonically isomorphic t@¢? (X, F). We denote by

R X.F) the L2-metric induced orH * (X, F) by this isomorphism, and t;MéZtH.(X,F) the corresponding
metric on defd* (X, F).
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Let P, be the orthogonal projection in?(X, F) onto H} (X, F) with PaL :=1— P,, and letN be the
number operator oA (T*X) ® F, which is multiplication byp on A?(T*X) ® F. Let exp(—th) be the
heat semi-group ob?.

DEFINITION 1.1.— Fors € C with Re(s) > %dimX, set
04 (5):=—Trs [N(D3) " P[] = Zm— D" pTrgr . [(D2) ™ Pi]
= —r55 Jo T [Nexp(—1D2) P 4. )
By Theorem 2.14,9;F extends meromorphically 18, and O is a regular value.

DEFINITION 1.2.— The Ray-Singer analytic torsion &f with coefficients in F is defined by
F
T, (X, hF) = exp{%agg (0)}, and the Ray—Singer metric on the line 8&(X, F) is defined by

RS . F L2
I ldeters x. )y :=Ta (X, 1)1 - ldetre x. p)- 3

2. Anomaly formulasfor analytic torsion

The objects which follow will be defined more precisely in Section 3.

Using the notation in Section 3 to the metrigg* = ¢7X, we denote byR”*X, RTX|y, § the
corresponding forms defined in (11), (12). Then the following result generalizes [2, Theorem 7.10] to
manifolds with boundary.

THEOREM 2.1.—Whent — O, for any k € N,

k
Try[Nexp(—t?DZ)] = > a;jt/ + O(¢**1),  and 4)
j=—1

m

K Bx 1, i 1 rx
a_1=r (F)/X/ Z:ée A el exp _ER

Bym 1 00
+rk(F)//

$¢ 1 s7x
Ny g ) ©
ao = %X(X, F).

Let | - [ldetr be the metric on the line bundle déinduced byx’.

Let (g0 ¥, h) and (gl X, hf) be two couples of metrics ofiX and F. We will use the subscripts, @
to distinguish the corresponding objects. 8&t* (j = 0, 1) be the Levi-Civita connection o7 X, g )
and putd(F, hf') := Tr[(hf)~1vFrI]; this is a closed 1-form which vanishes if the metifi€ ||detr.1
is flat, cf. [2, p. 63]. LetE(T X, V{X) be the relative Euler form of7 X, gl *) defined by (17), let
E(TX, VX, vIX) be the secondary relative Euler class defined by (18), and(e{ *) (j =0,1) be
them — 1 form onY defined before (15). In (16), we define also the integrakoof a form in the relative
complex2(X, Y, o(T X)).

Now we can present our main result which generalizes [2, Theorem 0.1] to manifolds with boundary.

THEOREM 2.2. — Let (g8 %, n{), (7%, hi") betwo couplesof metricson 7X and F. Then
. 2
Iog(” H(Fng (X,F),l) :(_1),,,/ Iog<|| ||detF1> E(TX, Vgx)
” : ”detH'(X,F),O X ” ||detF,0
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+AEUK%WVPWUwD+mw{£ﬂﬁﬂ—ABWFﬂ. (6)

Outline of the proof. — We can guess the first two terms in the right-hand side of (6) by comparing with
[2, Theorem 0.1], but the third term is more mysterious.
Lets e R — (gI'*, h') be a smooth family of metrics dhiX, F. Letx, be the Hodge operator associated

to the metricg! X . Let D; be the operatob attached to the metriag! ¥, h[). Let|| - |55 . x.r)., D€ the

corresponding Ray—Singer metric on d&t(X, F') and denote by eX&tDsz’a) the heat semi-group dﬁsz
with boundary condition (1). Then as— 0, for anyk € N, there is an asymptotic expansion

3% 19hF k .
TrSK*S—l 8; _,_(hf)_ 8—;> exp(—tDsz’a)] = Z Mj,stj/2+0(tk/2). @)

j=—m

Moreover,

a 2
P log (|l - ”dReStH’(X,F),s) = Mos. (8)

Egs. (7), (8) generalize [2, Theorem 4.14] to manifolds with boundary, they generalize also [6,
Theorem 3.27], [14, Theorem 7.3] to general metricgon

To prove Theorem 2.2, we need to calculate the asymptotic expansion of (7 whdh By using the
local index technique in [2, 84(h)], we get the local contribution of (6) in the interid¢.ofo get the local
contribution of (6) from the boundary, we use three ideas. First, we rescale the Clifford variable¥ along
secondly, we use a special trivialization of the vector bundles involved adapted to the boundary situation, in
order to get a manageable limiting boundary value problem (this special trivalization has already been used
in [1, 813 (d), (e)], in a different context). Third, we introduce two extra Grassmann variables and a strange
rescaling. O

3. Secondary classes for manifolds with boundary

In this section, we use the formalism of Berezin integrals to express certain characteristic classes which
naturally arise in our anomaly formula (6).

For Z,-graded algebrag, B with identity we introduce thé&,-graded tensor produgt®2 and define
A:= AR1, andB := IQB. Also, we writeA := ®. Let E andV be finite dimensional real vector spaces of
dimensiom and!/, respectively. Assume th is Euclidean and oriented, with oriented orthonormal basis
{e;j}!_, and dual basige'}_,. Then the Berezin integral [2, §3(a)], [11] is the linear map

B —_— A
/ TAVEAAE* - AV™, a A B cpaBlet, ..., ey, (9)

where the normalizing constant is given by := (—1)"*+D/27=2/2 More generally, for any Euclidean
vector spacé: with orientation lineo(E), the Berezin integral mapsV* A AE*into AV* ® o(E).

We now consider a smooth family of metri¢g! *};cr, on 7 X. We denote by the induced metrics
onTY and by V!X, VI the Levi-Civita connections otT X, g/ %), (TY, gI'Y), with curvaturesR’ ¥
andR!Y . Introduce the deformation spa&ex R, with projectionsrg : X x R — R andry : X x R — X,
and canonical embedding ¥ x R < X x R. The vertical bundle of the fibratiamg (resp.Y x R — R)
will be denoted byl X' (resp.T)); clearly, TX =n3TX andTY = (mwx o j)*TY. The bundleT X is
naturally equipped with a metrig,” %, which coincides withg? X over X x {s}. Moreover, following [2,
(4.50), (4.51)], there is a natural metric connectioh® on 7 X defined by

1 -1
VI Z 2t X 4 ds o (cms 26 s X) (10)
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with curvatureR”*. We also denote byw”Y the connection oY defined as in (10) by!Y, and

denoter”Y its curvature. Following [2, §3(e)], we vieR” Y as a_sec'uon oA(T*(X x R)) A Aﬁ"*\X)
and write, with{e;}" ; an orthonormal basis off' X, ¢’y and {e'}!", the corresponding dual basis of
T*X,

RT* = Zl<kl<m<ek, RT%¢/\ek Ael. (11)

Near the boundary, we only consider orthonormal frames with the property,tliats) = e, is the
inward pointing unit normal vector at € Y with respect to the metrigSTX. Now let {eq}1<agm—1 DE @
local orthonormal frame fof' Y, such thafeq }1<o<m—1U {en} is an orthonormal frame fof X'|(Y x R).
We setonY x R,

.01 — 1 ~
S:EVTXemzé Z <VeTaXem,e,3>e°‘/\e/3,
1<, p<m—1

RTX|Y=% Z <ea,j*RTXeﬂ>e/5‘/\e//\3, R'Tyzé Z <ey,RTye5>gJ7/\e/B.
1<, B<m—1 1<y, 6<m—1

(12)

We will denote by[®*, [" the Berezin integrals acting (T *X) A A(T*X), A(T*Y) A A(T*Y). We
now put

Bx By
e(TX, VTX):/ exp(—%RTX) e(Ty,va):/ exp(—%Rw). (13)

Thene(T X, VT ¥) is ano(T X)-valued closed:-form onX x R, ande(TY, VIY) is a closedn — 1-form
onY x R with values in the the orientation line bundl€TY) of TY.
Lety (T X, VI'Y) be the Mathai—Quillen current dRX’ defined in [2, Def. 3.6]d¢f. [11]). OnY x R, set

ep(Y xR, VIY) =k yr (T, VIY),

By (uS)
TX TX . 2
B(V /0 u/ exp( (RT™MY) + u?)S >§ T2 D) (14)

The forme, (Y x R, VI'¥) is ano(TY)-valuedm — 1-form onY x R. If m is odd, there(T X, VI'¥) =0
and, sinceR”Y = RT¥ |y — 252, we obtaine, (Y x R, VIY) = 1e(Ty, V1Y),

For j = 0,1, denote bye(T X, VJ.TX) (resp.e(TY, VJ.TY), ep(Y, VJ.TX), B(VJ.TX)) the restrictions of
e(TX,VTY) (resp.e(TY, VIY), ep(Y x R, VI¥), B(VI¥)) to X x {j} (resp.Y x {;}), obviously, they
depend only on the metrig:]TX. If Y =0, e(TX, Vi¥) represents the Euler classI' X) of (TX, gl *)
in Chern—Weil theory. Hencg (X, F) := Z’;:O(—l)l’ dimH?(X, F), the Euler characteristic of with
coefficients inF, is given in the cas& = ¢ by the Gauss—Bonnet—Chern theorem [¥1X, F) =
rk(F) [y e(TX). If Y # 4, then by the Gauss—Bonnet-Chern theorem [7],

(X, F):rk(F)/ e(TX, VOTX)—i-(—l)m_lrk(F)/eh(Y, v§X). (15)
X Y

In [5], we give a new derivation of (15) by establishing the corresponding local index theorem by using heat
kernel methods.

PutQ?(X, Y, o(T X)) = QP(X,o(T X)) ® QP~L(Y, o(T X)) and define, fofo1, 02) € QP(X, Y, o(T X)),
d(o1,02) = (do1, j*o1 — do), where we still denote by : Y — X the canonical embedding. Then the
complex (2 (X, Y,o(T X)), d) calculates the relative cohomolody®(X, Y, o(T X)), cf. [4, p. 78]. For
(01,02) € Q(X,Y,0(T X)), 03 € 2(X), we denote, cf. [4, p. 86],
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/(01,02)/\03::/01/\03—/02/\03 (16)
X X Y
this induces the Poincaré dualiéf® (X, Y, o(T X)) x H*(X,R) — R. Forj =0, 1,

E(TX,V]X):=(e(TX,V]¥),es(Y,V]Y)) 17)

is closed inQ (X, Y, o(T X)) and defines the relative Euler class®X, i.e. E(TX, VJ.TX) e H*(X,7,

o(T X)) does not depend on the choicegdt*.

In the following, if 81, B2 are two forms on a manifold depending ons € R, then we write
[B1+ds A B2l := pa.

We now define the secondary classes which appear in our final formula (6):

DEFINITION 3.1.— Set

1 1
E(TX,VTX):/ ds[e(TX,VT¥)]%, é;,(TX,vTX)z/ ds[ep (Y x R, VT )%
N 0 0 (18)
E(TX,V§*, vI¥) = (&(Tx, V'), - (TX, V")),

If Y is empty, ther is the usual Chern—Simons class associated with the Euler class.

THEOREM 3.2. — Modulo exact forms in the complex (Q(X, Y, o(T X)), d), E(TX, VX, vIX) does
not depend on the choice of the path g7 X from gZ X to g7 X. Moreover,

dE(TX,V{X, vIX) = E(TX,VI¥) - E(TX, V{¥X). (19)

Itis obvious from Theorem 3.2 th&(T X, V] X, VI X) defines the secondary relative Euler clas® af
in the spirit of Chern—Simons theory.
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Abstract. In this Note we announce some new rigidity and vanishing results in the equivéfiant
theory. These results generalize the famous Witten rigidity theoren2000 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Théoremes de rigidité et d’annulation dans I&-théorie

Résumé. Dans cette Note, nous annongons des résultats de rigidité et d’annulation danthkéorie
équivariante. Ces résultats étendent les théoremes de rigidité de Witten dans le contexte
de la K-théorie équivariante] 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Version francaise abrégée

Soit X une variété compacte, orientée et de dimension paire. On supposeaget une action dg'
et queX est munie d’une structure spinoriefié-invariante.

Soit gT¥ une métriques -invariante sufl X. SoitS(TX) = S*(TX) @ S~ (TX) le fibré des spineurs
Zo-gradués sufT X, gT¥). Suivant Witten [9], on pose

e3¢} [e'e] “+00
O, (TX) = (X) Ay (TX @r C) Q) Sym . (TX @r C) =Y _ Ruq",
n=0

n=1 n=1

avecR, € K(X).
Witten a conjecturé dans [9] que pour teut N, le nombre de Lefschelz(g),, de 'opérateur de Dirac
twisté, qui envoif (ST (TX) ® S(TX) ® R,) dansl'(S~(TX) ® S(TX) ® R, ), ne dépend pagec S*.
La conjecture de Witten a été démontrée par Taubes [8], Bott—Taubes [2] et Liu [5] etc.

Note présentée par Jean-Michel BsMuT.

S0764-4442(00)00155-5/FLA
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Dans [6], Liu et Ma ont étendu la conjecture de Witten a une situation en famille. lls ont démontré de
résultats de rigidité et d’annulation au niveau du caractére de Chern équivariant pour la famille d’'opérate
de Dirac twistés décrit ci-dessus.

Dans cette Note, nous annongons des résultats de rigidité et d’annulation au niveali deédarie
équivariante, qui raffinent les résultats de Liu—Ma [6]. Les détails de la preuve et les extensions sc
développés dans [7].

In this Note, we announce the proofs of thetheory versions of the famous rigidity and vanishing
theorems for elliptic genera. Details and further extensions will be developed in [7].

1. A family rigidity theorem for the Witten elements

For simplicity, we will focus on the discussion of the rigidity for one of the elliptic genera. For more
general rigidity and vanishing results, we refer the reader to [7].

Let7: M — B be a smooth fibration of compact manifolds with fibteanddim X = 2/. Let TX be
the vertical tangent bundle of the fibration M — B. We make the assumption th#t acts fiberwise on
M, and thatT X admits anS*-equivariant spin structure. Lgt"'* be anS!-invariant metric oril X. Let
S(TX)=ST(TX) &S (TX) be theZ,-graded bundle of spinors ¢T X, gTX).

For a complex (resp. real) vector bundieover M, let

Sym,(E) =1+ tE + t*Sym*E + - - -,
A(E)=1+tE+1*A*E+---

be the symmetric and exterior power operationgdfesp.F @r C) in K (M)[[t]] respectively. Following
Witten [9], set

oo oo +oo

O, (TX) =) Agn (TX) Q) Sym, (TX) = > Rug", (1.1)
n=1 n=1

with eachR,, € K (M).

For anyn € N, b € B, let D;¥ ® R,, denote the twistedignatureoperator onX;, = 7~!(b) mapping
fromT'((ST(TX) @ S(TX) ® Ry)|x,) toT((S™(TX) @ S(TX) ® Ry)|x,). Then{D;¥ @ R, }1ep is a
smooth family of twisted signature operators which we denot®Byx R,,. The family operatoDX @ R,,
is clearlyS!-equivariant. Thus, its index bundled(D* ® R,,), in the sense of Atiyah and Singer [1], lies

in Kg1(B). Let (Ind(DX @ Rn))Sl € K(B) denote thes!-invariant part ofind(DX ® R,,). We say that

1
D* ® R, isrigid on the equivariant<-theory leveif Ind(D* ® R,,) = (Ind(D¥ ® Rn))S
We can now state the main result of this Note as follows:

THEOREM 1.1. —For anyn € N, the family operatorD* ® R,, is rigid on the equivariants-theory
level.

Remark1.2. —WhenB is a point, Theorem 1.1 was conjectured by Witten [9] and was proved by
Taubes [8], Bott—Taubes [2] and Liu [5], etc. WhBris not a point, Theorem 1.1 refines a result of Liu—Ma
[6] to the equivarianfs -theory level.

In order to outline a proof of Theorem 1.1, we will first state in the next sectiaitheory version of
the equivariant family index theorem for the considered operators.
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2. An equivariant family index theorem for circle actions

Let F be the fixed point set of thg'-action on)M. Thenr : F — B is a fibration with compact fibre
denoted byY". One has the following splitting 6f X over F',

TX|p=TY P Nur, (2.1)
v#0

where N, r denotes the underlying real bundle of the complex vector bundlen which St acts by
sendingg to g. Since we can choose eithdf, or N, as the complex vector bundle fo¥, g, in what
follows we may and we will assume that

TX|p=TY N, (2.2)
o<wv

whereN,, is the complex vector bundle on whiéf acts by sending to g (hereN, can be zero).

Let TY carry the orientation induced from those BX and theN,’s via (2.2). LetDY be the family
signature operator along the fibérs If £ is anS!-equivariant Hermitian vector bundle overcarrying
with anS*-invariant Hermitian connection, we denote By ® E the associated family twisted signature
operator. Then the index bundle Bf” ® E lies in Kg: (B). For anyh € Z, letInd(DY ® E, h) denote the
componentoind(DY ® E) of weighth with respect to the inducesf -representation. In what follows, if
R(q) =3",,cz Rma™ € Kg1(M)][[q]], we will also denotdnd(D* @ R,,, h) by Ind(D* @ R(q), m,h).

The main result of this section can be stated as follows:

THEOREM 2.1. —For m, h € Z, we have the following identity i’ (B),

Ind(D* ® ©,(TX),m,h)

=) (—1)P=rdimNeng (DY"‘ ® 0,(TX)® Sym(@Nv) ® A(@Nv) )M, h), (2.3)

0<wv 0<wv

wherea runs over the connected componentgof

Proof. —=Theorem 2.1 is proved in [7] by using the analytic arguments in [10] and [1].

3. Proof of Theorem 1.1

Forp € N, we define the following elements ig: (F)[[¢]]:

F3) =@ (@S5 (V) @ S, (V,) ) @Sy (1),
n=1

O<v “n=1 n>pv
Fo(X) = ® (Sym,—n(Ny) @ det N,),

0<v
o<n<py

FP(X)=Fp(X)® Fp(X) ®A<@Nv) ® (det (@M))_léw (TX). @31

0<wv 0<wv
Then

FUX)=0,(TX)® sym(@m> ® A(@Nv).

0<v 0<v
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Set
e(N)=) v’dimN,,  d(N)=> vdimN,. (3.2)

0<wv 0<v
We now state two intermediate results on the relations between the family indices on the fixed point s

PROPOSITION 3.1. —For h, p, m € Z, p > 0, we have the following identity i (B),

Z(_1)20<v dimNoyy (DYO ®0,(TX)® Sym (@ M) QA (@ Nv) ,m, h)

[eY 0<v 0<wv
. 1 1
=) (—1)FosvdimNeIngd (DYa @ FP(X),m+ 3 pPe(N) + 3 pd (N), h) . (3.3)

PROPOSITION 3.2. —For h, p € Z, p > 0, m € Z, on each connected componént of ', we have the
following identity inK (B),

1 1
Ind (DYa @ F P(X),m+ §p26(N) + 5pd'(N), h) =Ind(D¥* @ FO(X),m + ph, h).

Propositions 3.1 and 3.2 are proved in [7], where, inspired by Taubes [8], we introduce certain shiftir
operations for vector bundles ovér and study the behaviour of the involved family indices under the

shifting operations. Moreover, in the proof of Proposition 3.1, we make use a key idea in [8] to reduce tl
problem to the fixed point set of the induc&g-actions. For more detailsge[7].

Proof of Theorenmi.1 —By (3.1), Theorem 2.1 and Propositions 3.1, 3.2 far Z, p > 0, we get the
following identity in K (B),

Ind(D¥ ® ©,(TX),m,h) =Ind(D* ® ©/(TX),m’, h), (3.4)

with
m’ =m + ph. (3.5)
Note that by (1.1), iftn < 0, for h € Z, we have

Ind(D* ® ©,(TX),m,h) =0 in K(B). (3.6)

Letmg, h € Z with h # 0 be fixed:

() if >0, we takem’ = mg, then wherp is big enough, we get < 0;

(i) if h <0, we takem = mg, then ag is big enough we get’ < 0.
From (3.4), (3.6) and the above discussion, we get Theorem 11.

4. Vanishing results and further remarks

In some sense, our proof given in [7] may be considered Astheory version of the proof given by
Bott—Taubes [2] of the Witten rigidity theorem, which was also inspired by the ideas in Taubes’ proof [8
While on the other hand, the proof in [7] is self-contained and the arguments in [7], even in the ca
where the basé is a point, are different from the ones in the papers of Bott—Taubes [2], Liu [5] and
Taubes [8]. Moreover, our method in [7] is quite general and allows us to deal with systematically mol
general situations than what was described in this note. We refer to [7] for more results and discussio
Here, for the conclusion of this Note, we only state one of the vanishing results, which follows from ot
techniques together with an observation of Dessai [3].
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THEOREM 4.1. —Assume that\/ is connected and tha pi(TX) = 0, wherep,(TX) is the first
Pontryagin class off X. If the S'-action on is non-trivial, and is induced from a fiberwis#-action
on M which also preserves the spin structure ‘01X, then the index bundle of the family twistBirac
operatorD* @, Sym,.(TX) is identically zero inKs: (B).

n=1
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Abstract

We study the asymptotics of the Bergman kernel and the heat kernel of tleDipiic operator on high tensor powers of a
line bundle.To citethisarticle: X. Dai et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé
Sur le développement asymptotique du noyau de Bergman. On étudions les développements asymptotiques du noyau de
la chaleur et de Bergman de I'opérateur de Dirac‘spssocié a une puissance grande d'un fibré en droites p&sitif.citer

cet article: X. Dai et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version francaise abr égée

Le noyau de Bergman des variétés projectives a été étudié en particulier dans [13,12,15,5,9], ou on a établ
le développement asymptotique duyaa associé a une puissance tendant wexs d'un fibré en droites positif.

Les coefficients de ce développement donnent des infosnsatjeéométriques sur la variété projective associée. Ce
développement asyngique joue un rdle crucial dans un travail récent de Donaldson [7], ou I'existence d'une
métrique Kahlérienne de courbure scalaire constante est reliée a la stabilité de Mumford—Chow.

Dans cette Note, on étudions le développement asymptotique de ce noyau dans le cas plus général des variét
symplectiques ou orbifolds symplectiques. On étudisale développement asymptotique du noyau de la chaleur
correspondant, et on le relie au développement du noyau de Bergman. Une autre motivation de ce travail es
d’étendre le travail récent de Donaldson au cas des orbifolds.

Les résultats annoncés dans cette note sont démontrés dans [6].
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1. Introduction

The Bergman kernel in the context of several complex variables (i.e. for pseudoconvex domains) has long beer
an important subject. Its analogue for compact complex projective manifolds is studied in [13,12,15,5,9], where
its asymptotic expansion for high powers of an ample line bundle is established. Moreover, the coefficients in
the asymptotic expansion encode geometric information of the underlying complex projective manifolds. This
asymptotic expansion plays a crakrole in the recent work of [7] wherdé existence of Kéhler metrics with
constant scalar curvature is shown to be closely related to the Mumford—Chow stability.

In this Note, we study the asymptotic expansion of Bergman kernel for high powers of an ample line bundle
in the more general context of symplectic manifolds and orbifolds. We also study the asymptotic expansion of
the corresponding heat kernel and relates it to that of the Bergman kernel. One of our motivations is to extend
Donaldson’s recent work to orbifolds.

The full details of our results are given in [6].

2. Bergman kernelsand heat kernels

Let (X, w) be a compact symplectic manifold of real dimensian 2ssume that there exists an Hermitian line
bundle L over X endowed with an Hermitian connectioi with the property that%RL = w, whereRl =
(VL2 is the curvature of L, VL). Let (E, hE) be an Hermitian vector bundle oti with Hermitian connection
VE and curvatureR®.

Let g7X be a Riemannian metric oK. Let J: TX — T X be the skew-adjoint linear map which satisfies the
relation

w(u,v) = gTX(Ju, V) (1)

foru,v e TX. Let J be an almost complex structure which is (separately) compatiblegdithandw, especially,

w(-, J-) defines another metric dhX; thenJ commutes withl. The almost complex structureinduces a splitting
TRX @ C=TE0x @ TODX whereTX0X and 7OV X are the eigenbundles of corresponding to the
eigenvalues/—1 and—+/—1 respectively. Lef*19 x and7*©-D X be the corresponding dual bundles.

Let dvy be the Riemannian volume form ¢f X, g”X). The above data induce naturally a scalar product
(s1,52) = fX (s1(x), 52(x)) poeg kg E dux (x), ON Q0X,LP @ E) = EBZ:OQW(X, L? ® E), the direct sum of
spaces of0, ¢)-forms with values inL? ® E.

Let V7 X be the Levi-Civita connection ofT' X, g7 ) with curvatureR” X . We denote by?” “°X the projection
from T X @ Cto TR0 X, Let vIHOX = pTHOX gTX pT®OX e the Hermitian connection aff-9 X induced
by V7X with curvatureR” “X. Let v9et7“?X) pe the connection on dat9X) induced byv "X with
curvaturer%et = Tr[RT“”X]. Then spifi Dirac operatoD,, acts on2%*(X, L? ® E) (cf. also [11, §2]).

Let P, be the orthogonal projection from%*(X, L? ® E) on KerD,. Let P,(x,x’), EX[X—%DI%)(x,x’)
be the smooth kernel aP,, and of the heat kernel e(qa%D[%) with respect tadvy (x"). Especially,P,(x, x),
exp(—%Dlz,)(x, x) € EndA(T*OV X)) ® E),.

We denote bycg £ the projection fromA(T*®V X) @ E ontoC ® E under the decompositiamn(7*0Y x) =
C® A™9T*OD x) . Let det) be the determinant function df € End7, X). One of our main results is

Theorem 2.1. There exist smooth coefficients(x) € EndA(T*%VX) @ E), which are polynomials in
RTX RYel RE (and RL) and their derivatives with ordex 2r — 1 (resp.2r) and J-1 at x, and by =
(detd)?Icg e, such that for any, [ € N, there exist<; > 0 such that for any € X, p €N,
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<Crap"h (2)
C!

k
Py(x,x) = Y by (x)p" ™"

r=0

Moreover, the expansion is uniform in the sense that forigrye N, there is an integes such that if all data
(g™, nt, vt hE, VE, J) run over a set which are bounded @' and with g7 X bounded below, then the
constantsCy ; are independent qf 7 X.

We also have the following large asymptotic expansion for the heat kernel.

Theorem 2.2. There exist smooth sectiohs, of EndA(T*®V X) ® E) on X such that for eaclr > 0 fixed, we
have the asymptotic expansion in the sens@phs p — oo,

k

exp<_%D12,>(x, x)= Zbr,u(x)Pn_r + O(pn_k_l)' ©

r=0

Moreover, there exists > 0 such that ast — 400,

bru(x) = br(x) + O(e™"). (4)

In fact, this gives us a way to compute the coefficientx), as it is relatively easy to compuke ,(x). As an
example, we computk; which plays an important role in Donaldson’s recent work [7]. NoteXif w) is Kahler
andJ = J, thenB,(x) € C*(X, EndE)) for p big enough, thus, (x) € EndE),.

Theorem 2.3. If (X, w) is Kéhler andJ = J, then there exist smooth functiobg(x) € End(E), such that we
have(2), andb; are polynomials inR” X, RE and their derivatives with ordeg 2r — 1 atx, and

1 1
bo=Idg, b1= E[«/—lZRE(ei,Jei)+§rx|d5:|, (5)

hererX is the scalar curvature ofX, g7 %), and{e;} is an orthonormal basis afX, g7 ¥

Theorem 2.3 was essentially obtained in [9,14] by applying the peak section trick, and in [5] and [15] by applying
the Boutet de Monvel-Sjostrand parametrix for the Szeg6 kernel [4]. We refer the reader to [7,14] for interesting
applications. Our proof of Theorems 2.1, 2.2 is inspired by local Index Theory, especially from [2, § 11]. It can be
easily generalized to the orbifold situation.

Let (X, w) be a compact symplectic orbifold of real dimensienvth singular set” (cf. [8]). By definition,
for anyx € X, there exists a small neighborhobd c X, a finite groqux acting linearly orR?", andU, c R%
anG,-open set such thaf, = U,/G, = U, and{0} = 77 1(x) € U,.

An orbifold vector bundleE on an orbifoldX is such that for any € X, there exist9y, : EU — U aGE
equivariant vector bundle ar(d;EX, EUX) (resp.(GE v./Ku,, Ux), Ky, = Ker(GEX — D|f|‘eo(Ux))) is the orblfold
structure ofE (resp.X). We sayE is proper ifG5}r = G, for anyx € X. For any orbifold vector bundI&, its
proper part is a proper orbifold vector bundle.

Now, any structure oX or E should be locallyG, or Ga equivariant.

Theorem 2.4. If (X, w) is a symplectic orbifold with singular s&t’, andL, E are corresponding proper orbifold
vector bundles oiX as in Theoren2.1 Then there exist smooth coefficiehtér) € EndA(T* OV X) ® E), with
bo = (det))Y2Icgr, and b, (x) which are polynomials irR”X, Rt RE (and RY) and their derivatives with
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order < 2r — 1 (resp.2r) andJ~! at x, such that for any, / € N, there existC;; > 0, N e N such that for any
xeX, peN,

k
1
‘FPpu,x) =Y bx)p””
r=0

< Cea(p T p (L pd(r, X)) e CVPIE0), (6)
C

Moreover if the orbifold X, w) is Kéhler,J = J and the proper orbifold vector bundlgg L are holomorphic on
X, thenb, (x) € End(E), andb,(x) are polynomials inrR” X, RE and their derivatives with ordeg 2r — 1 at x.

3. ldea of the proofs

Our first observation is that by [11, Theorem 0.1], [3, Theorem 1] exisC; > 0 such that
SpecD;, C {0} U [2ppuo — Cr. +o0l. (7)

Now by (7), using finite propagation speed for solutions of hyperbolic equation, we can localize the problem. In
particular, the asymptotics d@, (xo, x") asp — oo is localized on a neighborhood of.

Forxo € X, ¢ > 0, let B™*(0, &) be the open ball if,,, X with centerxo and radiuse, we identify it with
a neighborhood ofo € X by using the exponential map. We also identity, n%), (E, hf) with (L,,, htxo),
(Exgs hEx0) respectively on a neighborhood of 0 by using the parallel transport with resp&ét t§£ along the
radial direction.

We replace the manifol& by R%* ~ Ty, X = Xo, and we extend the bundles and connections to th&fyk. In
particular, we can extend” (resp.V¥) to a Hermitian connectioR -0 on (L ,, h**0) (resp.V0 on (Ey,, h%0))
on T, X in such a way so that we still have positive curvatife; in addition R0 = R% outside a compact set.
Also the metricg” X0, the almost complex structudg, (resp. the connectiovi£0) are extended in such a way that
they coincide with the corresponding ones at O (resp. the trivial connection) outside a compact set. Now, we fix a
unit vectorS;, € Ly,, then usingS; and the above discussion, we can get an isometly O X o) ® Lg ® Eg~
(A(T*OVX) ® E)yy = Eyy.

Let foo be the Dirac operator oK associated to the above data. Then (7) still hoIdsHﬁP. Let Pg be the
orthogonal projection fron2%*(Xo, Lg ® Eg) >~ C*(Xo, Ex,) On KerD;fo, and IetP,?(x, x") be the smooth kernel

of Pg with respect to the volume formug, (x’). Let dvrx be the Riemannian volume form @, X, gTXoX). Let
x(Z) be the smooth positive function defined by the equation

dvx,(Z) =k (Z) dvrx(Z), 8)
with k(0) = 1. Fors € C®°(R?", E,,) andZ € R, fort = 1/,/p, set
(85)(Z) = s(Z/1), LYy =S 12 DYo2s,. (9)
Fors € C*®°(Ty, X, Ey,), set
2
IsIZo= / (D)} acrs0n 0 vz WXt 2). (10)
]RZn

ThenL), is a formally self-adjoint elliptic operator with respect|to ||£0, and is a smooth family of differential

operators with parameteg € X and coefficients in En@,,) = EndA(T*ODX) QFE)x, Letm : TXxxTX - X
be the natural projection from the fiberwise productdf on X.
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Let Po,; be the orthogonal projection frod> (Xo, E,,) to the kernel ofL’, with respect td| - ||; 0. Set

+o0
Fu(Ly) =e "2 — Py, = / Lhe “1ladyy, (11)

u

Let Py, (Z,Z"), e‘”Ltz(Z, Z"), Fu(L5)(Z, Z') be the smooth kernels of the operaté¥s , e L2 F, (L%) with
respect to drx(Z’). Then we can view these kernels as smooth sections*0EndA(T*®VX) ® E)) on
TX xx TX.In(12),] - |cm(x) is theC™-norm for the parameter € X.

From (7), (11), we can get the following key estimate by introducing a family of Sobolev no@fiqiXo, E,,),
and by extending the functional analysis techniques in [2, §11],

Theorem 3.1. There exist€” > 0 such that for any, m, m’ € N, ug > 0, there existV € N, C > 0 such that if
1€10,1],u>ug, Z, 7' € TyyX,

k
(FM (Ltz) - Z Fr,utr>(zv Z/)

r=0

glal+e|

sup |————
VAL VAR

lal,l|<m

1
< Czk+1(1+ |Z| + |Z’|)N exp(—é,uou —/C"uolZ — z’|),

cm'(X)

glel+ie] ( L Xk: . )
2 (eto- Jr,ut>(z,2)
92292 ~

4

sup
lol, || <m cm'(X)

1
< (14 1z)+ IZ/I)NeXp<§/L0u -=

|Z — z’|2>. (12)

Now there are second order differential opera@rsvhose coefficients are polynomialsthwith coefficients
polynomials inR”X, R9et RE  RL and their derivatives atp, such that

o0
12=13+Y 0. (13)
r=1
We obtain the coefficients. , from the Volterra expansion of 6Lz (cf. [1, §2.4]).
By (9),forZ,Z' e T, X,

PXZ,2))=p"Pos(2/t, Z' /) N(Z)),
exp(—%leOz) 2,2y =p' e Lo z/t, 7 | N(Z)). (14)

From (11), Theorem 3.1, withd, Z’ = 0, we deduce (6), ang} (xo) = J;,(0, 0) — F;,, (0, 0). From Theorem 3.1,
we also know thaf;. , is estimated by the coefficient oft! at the right-hand side of the first equation of (12). In

particular,F; , (0, 0) = O(e‘?lz’“’”) asu — oo. This completes the proof of Theorems 2.1 and 2.2.
If (X,w)isKéahlerand) = J, thenQ; =0 and

u
0 0
Jou=— / e~ wmudly 9, e uila gy . (15)
0

Now b1(xo) =lim,, J2,,(0, 0). Thus we derive (5). We also establish Theorem 2.4 from Theorem 3.1 by using finite
propagation speed on orbifolds as in [10].
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Abstract

We study the asymptotic of the generalized Bergman kernels of the renormalized Bochner—Laplacian on high tensor powers
of a positive line bundle on compact symplectic manifolttscite this article: X. Ma, G. Marinescu, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé
Noyaux de Bergman généralisés sur les variétés symplectiques. On étudie le développement asymptotique du noyau de
Bergman généralisé du Laplacien de Bochner renormalisé associé a une puissance tendant vers I'infini d’un fibré en droites posi

tif sur une variété symplectiqgue compad®eur citer cet article: X. Ma, G. Marinescu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version francaise abr égée

Dans [4] nous avons étudié le développement asymptotique du noyau de Bergman de I'opérateur de Dirac
spirf associé a une puissance tendant vess d'un fibré en droites positif swne variété symeictique, et nous
I'avons relié au développement asymptotique du noyawadshleur correspondant. Cette approche est inspirée
de la théorie de I'indice locale, en particulier de [1, §10, 11]. Dans [4], nous avons aussi étudié le développement
asymptotique en dehors de la diagonale [4, Théoréd# Jui est nécessaire pour étudier le noyau de Bergman
sur un orbifold. On y trouve également une introduction breve au noyau de Bergman sur les variétés projectives.
Cette Note est une continuation de [4]. Nous étudions le développement asymptotique du noyau de Bergmar
généralisé de I'opérateur de Laplace—Bochner renorénasisocié a une puissance tendant vers I'infini d’un fibré en
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droites positif sur une variété symplectique compacte. Dans cette situation, ces opérateurs ont des valeurs propre
petites quand la puissance tend vers l'infini (dans [d]seule valeur propre petite est zéro, d’ol nous tirons
I'équation-clé [4, (3.89)]). En combinant I'estimation de la norme de Sobolev de [4] et une technique de série
formelle, nous démontrons le Théoréme 3.1, qui donneveldppement du noyau de Bergman généralisé pres de
la diagonale. Nous obtenons aussi une méthode pour calculer les coefficients de ce développement.

Le détails des démonstrations et des aggtions de nos résultats sont donnés dans [8].

1. Introduction

In [4] we studied the asymptotic expansion of the Bergman kernel of thé §piac operator associated to
a positive line bundle on compact symplectic manifolds, and related it to that of the corresponding heat kernel.
This approach is inspired by local Index Theory, especially by [1, §10, 11]. In [4], we also focused on the full
off-diagonal asymptotic expansion [4, Theorem 3.18] which is needed to study the Bergman kernel on orbifolds.
We refer to [4] for a brief introduction to the Bergman kernel on complex projective manifolds.

This Note is a continuation of [4]. We study the asymptotic expansion of the generalized Bergman kernels of the
renormalized Bochner—Laplacian on high tensor powers of a positive line bundle on compact symplectic manifolds.
In this situation the operators have small eigenvalues when the powepo (the only small eigenvalue is zero
in [4], thus we have the key equation [4, (3.89)]) and we are interested in obtaining Theorem &eigrtiegonal
expansion of the generalized Bergman kernels. This result is enough for most of applications. We will combine the
Sobolev norm estimates from [4] and a formal power series trick to obtain Theorem 3.1, and in this way, we have
a method to compute the coefficients, which is new also in the case of [4].

The full details and some applications of our results are given in [8].

2. Generalized Bergman kernels

Let (X, w) be a compact symplectic manifold of real dimension Assume that there exists a Hermitian
line bundle(L, h%) over X endowed with a Hermitian connectiéf with the property tha@lRL = w, Where
RL = (vL)2is the curvature ofL, VL). Let (E, h£) be a Hermitian vector bundle dawith Hermitian connection
VE and its curvatureR £ .

Let g7 X be a Riemannian metric oXi. Let VI X be the Levi-Civita connection off X, g7 ) with its curvature
RTX and its scalar curvature’. Let dvy be the Riemannian volume form 6T X, g7 X). The scalar product on
C®(X,LP ® E), the space of smooth sectionslof ® E, is given by(s1, s2) = fX (s1(x), s2(x)) LroE duyx (x) .

LetJ:TX — T X be the skew-adjoint linear map which satisfies the relation

w(u,v) = gTX(Ju, V) (1)

foru,v e TX. Let J be an almost complex structure which is (separately) compatiblegdithandw, especially,
w(-, J-) defines a metric o X. ThenJ commutes also witl. Let VXJ € T*X ® End(T X) be the covariant
derivative ofJ induced byv7X. Let VL"®E e the connection oh” ® E induced byvX andV~. Let{e;}; be an

orthonormal frame of 7 X, g7%). Let AL"®F = — 3", [(VL'®E)2 Véi?f] be the induced Bochner—Laplacian
acting onC*° (X, L? ® E). We fix a smooth Hermitian sectiah of En(if:") onX. Sett(x) = —n Tr|rx[JJ], and
Apo=APE _prio. 2)

By [7, Cor. 1.2] there existo, C; > 0 independent op such that the spectrum &f, ¢ satisfies
SpecA, ¢ C[—Cr,Cr1U[2ppo — Cr, +o0l. 3
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Let P, , be the orthogonal projection froo®@>° (X, L” ® E), (, )) onto the eigenspace &f,, ¢ with the eigenval-

ues in[—Cy, C.]. We defineP, ,(x, x’), ¢ > 0 as the smooth kernels of the operatBss, = (A, ¢)? Po,, (We
set(Ap,qb)O = 1) with respect to dx (x"). They are called the generalized Bergman kernels of the renormalized
Bochner-Laplaciam , ¢. Let det) be the determinant function df € End(T, X).

Theorem 2.1. There exist smooth coefficierts, (x) € End(E), which are polynomials iR’ X, RE (andRL, @)
and their derivatives of ordex 2(r + ¢) — 1 (resp.2(r +¢)) atx, and
bo,o = (detd)/?1dp, (4)

such that for any, ! € N, there exist<; ; > 0 such that for anyk € X, p € N,

< Cp p L (5)
@l

k
1 _
‘qu,p(x’x)_zbq,r(x)p "

r=0

Moreover, the expansion is uniform in that for ahy € N, there is an integes such that if all data(g” X, n*,
vE, hE, VE, J and®) run over a bounded set in th@*-norm andg” X stays bounded below, the constaht, is
independent o§” X; and the@’-norm in(5) includes also the derivatives on the parameters.

Theorem 2.2.If J =J, then forg > 1,

1 1
le:8—|:rX+§|VXJ|2+2«/—1RE(ej,Jej)i|, (6)
T
1 V=1 a
bq70:<1—2|VXJ|2+TRE(ej,Jej)+<P> . (7)

Theorem 2.1 foy = 0 and (6) generalize the results of [3,6,9,10]the symplectic case, and we can view (7)
as an extension and refinement of the results of [2], [5, 85] about the density of states funetips of

3. Idea of the proofs

Forxg € X, ¢ > 0, we identify the open ba 0¥ (0, ¢) in Ty, X with center 0 and radius with a neighborhood
of xo € X by means of the exponential map. We also identify the fibereloh’), (E, hF) with (L., %),
(Exys hEx0), respectively, in a neighborhood.af, by using the parallel transport with respecitb, VE along the
radial direction.

We apply the strategy from the proof in [4]. First, (3)dathe finite propagation speed for hyperbolic equa-
tions, allows to localize the problem. In particular, the asymptoticB,0f (xo, x') as p — oo are localized on a
neighborhood ofg. Thus we can translate our analysis frafio the manifoldR?* ~ Ty X =: Xo.

We then extend the bundles and connections from a neighborhood of 0 toZa)j2of In particular, we can
extendV’ (resp.V%) to a Hermitian connectioR 20 on (Lo, h0) = (Xq x Ly,, h*0) (resp.V£0 on (Eq, h*0) =
(Xo x Eyy, hF20)) on T, X in such a way so that we still have positive curvat@®; in addition R*0 = RE
outside a compact set. We also extend the metrito, the almost complex structutk, and the smooth section
&g (resp. the connectiow£0) in such a way that they coincide with their values at 0 (resp. the trivial connection)
outside a compact set. Moreover, using a fixed unit ve§toe L,, and the above discussion, we construct an

isometryEq ® LY ~ Ey,. Let A[)f?% be the renormalized Bochner—LaplacianXif associated to the above data
by a formula analogous to (2). Then (3) still holds mf?% with uo replaced byuo/2.
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Let dvrx be the Riemannian volume form ¢, X, gTXoX) andk (Z) be the smooth positive function defined

by the equation d,(Z) = x(Z) dvrx(Z), with k(0) = 1. Fors € C®(R?", E,,), Z € R?" andt = 1/,/p, set
Isll3 = fza: |s(Z)|}21EXO dvrx(Z), and consider

L= s,—lzle/ZA;‘f’%K—l/ 25,,  where(S;s)(Z) =s(Z/1). (8)

Then £; is a family of self-adjoint differential operators with coefficients in EHY,,. We denote by
Po,: : (C*(Xo, Exy), || llo) = (C*(Xo, Exy), |l llo) the spectral projection aof; corresponding to the interval
[—Crot?, CLot?). LetPy (Z, Z)) = Py.1xo(Z, Z), (Z, Z' € X0, g > 0) be the smooth kernel 6%, , = (L) Po,
with respect to drx (Z'). We can viewP, ; «,(Z, Z') as a smooth section ef* End(E) overT X xx T X, where
m:TX xx TX — X.Herewe identify a sectiofie C*°(T X xx T X, 7* End(E)) with the family (S )ecx, where
Sy = Slp-1(y). We denote by |esxy @aC® norm on it for the parameter € X. Let § be the counterclockwise
oriented circle inC of center 0 and radiugg/4. By (3),

1
pq,t=—./ﬂ(x—£t)—ldx. (9)
2mi
)

From (3) and (9) we can apply the techniques in [4], which are inspired by [1, §11], to get the following key
estimate.

Theorem 3.1. There exist smooth sectiofs , € C*°(T X xx T X, n*End(E)) such that fok, m,m’ e N, o > 0,
there exists” > O such thatifr €10,1], Z, Z' € Ty, X, | Z|, |Z'| < o,

glal+le]

k
W(Pq’t —ZFq,rtr>(Z,Z/) SCtk. (10)
r=0

sup
o], |’ [ <m @m’(x)

Let Po gy ,(Z,Z') e EndE,,) (Z,Z' € Xo) be the analogue a?, ,(x,x). By (8),forZ,Z' € R?",
Po. g p(Z,Z)y=172"2 Y22\ P, (Z/1,Z' [ty "Y2(Z"). (11)
To complete the proof of Theorem 2.1, we finally pravg, = 0 forr < 2g. In fact, (10) and (11) yield
by.r(x0) = Fy,2-424(0,0). (12)

4. Evaluation of F ,

The almost complex structuteinduces a splittingdzr X ®r C = THOX ¢ TOV X, whereT 9 x and7 @D X
are the eigenbundles df corresponding to the eigenvalugs-1 and—+/—1, respectively. We choode;}?_; to

be an orthonormal basis Gl;(ol’o)X, such that
—27 /=1,y =diag(as, ..., an) € EndT 9 X). (13)

We use the orthonormal bagis;_1 = %(w,- +w;) andey; = %(U)j —wj), j=1,...,n0of T\ X to introduce
the normal coordinates as in Section 3. In what follows we will use the complex coordinates, ..., z,), thus
Z=z+7z,andw; = \/E% w; = 2% It is very useful to introduce the creation and annihilation operdtgrs

b,
d 1 _ 0 1
bi = _28_21- + 5aiZi, b = 28_21- + 5aizi, b=(by,...,by). (14)



73

X. Ma, G. Marinescu / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 493-498 497

Now there are second order differential operatdrsvhose coefficients are polynomialsihwith coefficients
being polynomials irk”X, R9et RE  RL and their derivatives aty, such that

o0
L =Lo+ Y Opt", with Lo=)",; bib;. (15)
r=1

Theorem 4.1. The spectrum of the restriction dfp to L?(R?") is given by{23""_, a;a;: o; € N} and an orthog-
onal basis of the eigenspace®} |, «;a; is given by

b® <zﬁ exp(—%1 > ailz |2>>, with 8 € N”. (16)

Let N+ be the orthogonal space of = Ker L in (L2(R?", E,). || |lo). Let PN, PN" be the orthogonal
projections fromL2(R?", E,,) ONtON, N1, respectively. LeP" (Z, Z’) be the smooth kernel of the operaiet
with respect to dyx(Z’). From (16), we get

1 & 1 .
PN(z,2') = oy | L EXD<_Z Y ai(lzilP+ |z§|2—2zz-z§)>- a7
i=1 i

Now for A € §, we solve for the following formal power series grwith g, (1) € End(L2(R?", Exy)s N), frl 1) e
End(L2(R?", E,), N1,

(k= L) g(g,(x) + W) =1d 2@ g, ) - (18)

From (9), (18), we claim that

1 1
F,, = _,/mg,()\) dr + —_/Mf,i(x) dx. (19)
2mi 2mi
$ $

From Theorem 4.1, (19), the key observation tRatO; PV = 0, and the residue formula, we can geét, by

using the operatorxgl, PN, PNL, O; (i <r). This gives us a method to compuig, in view of Theorem 4.1
and (12). Especially, fof > 0, r < 2¢g,

Foo=P",  F,,=0,
Fy2q = (PYO2PY — PNO1Lg PN 01PN PV, (20)

In fact Lo and O, are formal adjoints with respect {o ||o; thus in Fp 2 we only need to compute the first two
terms, as the last two terms are their adjoints. This simplifies the computation in Theorem 2.2.
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