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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE
ET FAMILLES DE SUBMERSIONS I

PAR XIAONAN MA (*)

RESUME. — Soient 11 : W — V et m2 : V' — S des submersions holomorphes de variétés
complexes de fibre compacte. Soit £ un fibré holomorphe sur W. On démontre la fonctorialité
des formes de torsion analytique relativement & la composition de deux submersions. Ce résultat
étend une formule de Berthomieu-Bismut & une situation en famille.

ABSTRACT. — ANALYTIC TORSION FORMS AND FAMILIES OF SUBMERSIONS. — Let
w1 : W — V and 72 : V — S be holomorphic submersions of complex varieties with compact
fibre. Let £ be a holomorphic vector bundle on W. We prove the functoriality of the analytic
torsion forms with respect to the composition of two submersions. This result extends to a
relative situation a result by Berthomieu-Bismut, proved in the case where S is a point.

0. Introduction

Le but de ce travail est de démontrer la fonctorialité des formes de torsion
analytique relativement a la composition de deux submersions; cet article est la
premiere partie de ce travail.

Soient W, VS des variétés complexes. Soient 71 : W — V| mp : V — § des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = moom : W — S
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z.

Soit € un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soient R*m1.£, R*73.§, R*mox R*m1.&
les images directes de &, &, R°*m.£. On suppose que R°*mi.&, R°m3.& et
R*mo, R*m1.& sont localement libres.

Soient H(Z, &) z), H(X, | x) les cohomologies de | 7, &| x. Alors H(Z,&| ) est
un fibré holomorphe Z-gradué sur S. Plus exactement, on a

Rems.§ = H(Z,§ 7).
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542 X. MA

De méme, on a R*m.§{ = H(X,§|x).

Soit w" (resp. w") une (1,1)-forme réelle, fermée sur V (resp. W), dont la
restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7
(resp. g7%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ). Soit g7X la métrique
hermitienne sur TX induite par w". Soit A¢ une métrique hermitienne sur &.

Soit (Q(X, & x), 0%) le complexe de Dolbeault des formes C* sur la fibre X
a valeurs dans . On munit Q(X,&|x) de la métrique hermitienne Lo associée
a gTX hé. On identifie H(X ,€|x) aux formes harmoniques dans le complexe
Q(X, & x). Soit RHXEX) = pRmE g métrique Lo associée sur H(X, ¢ x) =
R'?Tl*f.

De méme, on considere les complexes de Dolbeault relatifs (Z,¢) ) et
Q(Y, R*m1.€)y) associés aux métriques g7% h¢ et gT¥, hf™+&. On désigne
par (28 Z) = pRms.d o pRm2RTE og métriques Lo correspondantes sur
H(Z,§|Z) = R'ﬂ'g*f, R'ﬂ'Q*R'ﬂ'l*f.

Soient T1(w"W, h¢), Ta(wV, hFm1:8) et T3(w", k&) les formes de torsion analy-
tique construites dans Bismut-Kéhler [BK6] sur V, S, S associées a (71, w", k),
(1, w", W™1=8) et (m3,w™ hS). Les formes Ty vérifient 1’équation

(0.1) Qa—aTl(wW, h) = ch(R*my.&, hfT™+8) — / TA(TX, g"X)ch(¢, h)

et les formes T» et T3 vérifient des équations analogues.

Soit f(/i(TZ, TY,gT%,gTY) € PW/PW0 1a classe de Bott-Chern de [BGSI]
telle que

00 ~
(02) —Td(TZTY,g"% g"™)
= Td(TZ,¢"%) -} (TA(TY, g™ )) TA(T X, g7 ).

Pour s € 5, il existe une suite spectrale de Leray (E, s, d,5),7 > 2, [Grot)
telle que
Ey = R*ma  R*1.4&.

Soit P2 la métrique sur Fy induite par hf™2-R71+&  On définit une classe de
Bott-Chern B
ch(Eq, H(Z,& ), k", hf1(Z412)) ¢ pS/pSo

dans les trois cas suivants :
i) lorsque le fibré holomorphe ¢ est 71, et 3, acyclique.
ii) lorsque le rang des E, (r > 2) est localement constant sur S.
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iii) lorsque m; et V sont projectives.

On vérifie que ces définitions sont compatibles.
La classe &1(E2, H(Z,& z), hPz, hH(Z’g\Z)) vérifie I’équation

00 ~

(03> h(E27H(Za§‘Z>ahEzahH(Zyg‘Z))

—c
Yy

= ch(H(Z.& ), h#512)) — ch(Ey, h™2).

Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant.
TuiOREME 0.1. — Dans P% /P59 on a lidentité

(0.4) Tz(wW,h®) — To(w, hfm+8) — / TA(TY, gT¥)T1 (W™, h)
Y

+ / TA(TZ,TY, g7, 7Y )eh(€, h) — ch(EBq, H(Z, & 5), kT2, hT(Z€12)) = 0.
Z

On remarque que quand S est un point, le théoreme 0.1 est exactement [BerB,
th. 3.1]. Dans [BerB], le résultat est énoncé comme une formule qui compare les
métriques de Quillen sur det R*m3.& ~ det R*ma. R*m1.&.

Supposons maintenant que W, V, .S sont des variétés arithmétiques. On rap-
pelle que les images directes de Gillet et Soulé 71y, oy, 3 contiennent les formes
de torsion analytique T3, T»,T3. Le théoreme 0.1 implique alors qu’on a la for-
mule

(0.5)  mai(&,h%) — mor (mui(€,h0)) = —/ZTH(TZ, TY,g" %, g™ )ch(&, h°).

La formule (0.5) est un analogue d’un résultat de Faltings [F, lemme 5.5], dont
la preuve est donnée dans [F, p. 75-76].
Cet article est organisé de la facon suivante.

o Au paragraphe 1, on calcule I'asymptotique de certains objets géométriques
associés a une famille de submersions.

o Au paragraphe 2, on rappelle des résultats de [BGS2] et [BK0] sur les formes
de torsion analytique.

o Au paragraphe 3, on énonce le théoréeme 0.1 dans les cas i) et iii).

o Au paragraphe 4, on énonce sept résultats intermédiaires, dont les preuves
sont différées aux §§5-9. En utilisant ces résultats, on montre le théoreme 0.1
dans le cas i).

Les paragraphes 5-9 sont consacrés aux preuves des résultats intermédiaires
qui étendent [BerB, §5-9].
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544 X. MA

o Au paragraphe 5, on calcule I'asymptotique des supertraces évaluées a l’aide
d’une superconnexion qui dépend de deux parametres u et 1.

o Au paragraphe 6, on établit une égalité triviale pour la classe de Bott-Chern
ch(Es, H(Z,€7), WP, h1(#€12)) € pS | pSo

dans le cas 1) pour lequel H(Z,§|z) = Eo.

Les paragraphes 7-9 contiennent des résultats de théorie de l'indice local
relatif qu’on utilise pour montrer le théoreme 0.1.

o Au paragraphe 10, on construit la classe de Bott-Chern
ch(Es, H(Z,§2), b7, h!#812)) € P/ pso

dans le cas o m; et V sont projectives.
o Au paragraphes 11 et 12, on montre le théoréme 0.1 dans le cas iii).

La preuve du théoreme 0.1 dans le cas ii) paraitra comme partie IT dans [Mal].

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ma]. On utilise le formalisme
de superconnexion de Quillen [Q2]; pour les détails, on se réferera aussi & [B1],
[BGS1], [BGS2], [BerB].

REMERCIEMENTS. — Cet article est une partie de ma these de doctorat de
I'Université Paris XI (Orsay). Je tiens & exprimer ma plus profonde gratitude
a mon directeur de these, le professeur J.-M. Bismut. Il m’a soutenu tout au
long de ce travail, du francais aux mathématiques. Sans ses utiles discussions et
suggestions, cet article n’aurait jamais été écrit. Je remercie aussi vivement le
professeur Christophe Soulé pour ses observations.

1. Fibrations kahlériennes et limites adiabatiques

Soient m : W — V et mo : V — S des submersions de variétés C*° de fibres
compactes X, Y. Alors m3 = mp oy : W — S est une submersion C*> de fibre
compacte Z.

Soient g7, g7V des métriques sur W, V. Pour T > 0, on pose

1 *
g = 759" +mig".

Par une construction de [BGS2, §1], la métrique g-" détermine un sous-fibré
TfTW de T'W, une connexion V%Z, et des tenseurs S3 1 et T3 7.

Dans ce paragraphe, on étudie la limite quand T tend vers +oo de ces
différents objets. Ce paragraphe étend les résultats de [BerB, §7b)] obtenus
dans le cas ou S est un point.
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FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 545

En a), on calcule 'asymptotique des objects définis précédemment. En b), on
applique les résultats de a) dans le cas des fibrations k&hlériennes (voir [BGS2,

§1]).

a) Fibrations et limites adiabatiques.

Soient W,V,S des variétés C>®°. Soient my : W — V, my : V. — S des
submersions C* de fibres compactes X, Y. Alors n3 = mpom : W — S est
une submersion C* de fibre compacte Z. On a donc

X—Z—W

BN

Y —V —— §

Soient TZ = TW/S, TX,TY les fibrés tangents relatifs. Soient g7", g7V

des métriques sur W, V et §74,g7X, g7 les métriques induites par g=", g7V

sur TZ,TX,TY. Soit THW (resp. TH V) le sous-fibré de TW orthogonal & TX
pour IV (resp. TV orthogonal & TY pour g7V).

Soient T4, S1,(S1(:)+,-) (resp. T3, S2,(S2(-)-,-)) les tenseurs définis en
[B4, §1.1] associés a (w1, g7, THW) (resp. (w2, ™Y, THV)).

Pour T' > 0, on pose

1 ~ *
(1.1) 97" = ﬁgTW +7ig™V, "W =g¢T".

Soit g%Z la métrique induite par =" sur TZ. Soit T;]TW le sous-fibré de
TW orthogonal & TZ pour g-"W. Soient T3, 531, (S37()-, - )7 les tenseurs
définis en [B4, §1.1] associés a (w3, g7.7, T3 W).

Soient VIX, VTV VZIZ les connexions sur (T'X, g7%), (TY,¢'Y), (T'Z, g%%)
associées a (my, g" X, THW), (w2, g™, T3'V), (w3, 977, T3 W) (voir [B1, §lc)]
et [B4, §1.1]).

Le but de cette partie est de décrire I'asymptotique de

Vi, Ty, (Ssr(-) -, )y quand T — oc.

Si S est un point, on a déja étudié cette question dans le cadre complexe dans
[BerB, §4 et §7].

On pose :
(1.2) ™7 =1ZnTHW.
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Alors on a les identifications de fibrés vectoriels C*° sur W,
(1.3) TZ~THZoTX, THZ~nmTY.
Les fibrés THZ et TX sont orthogonaux pour §74. Soit priz (resp. PTX) 1a

projection de TZ = THZ G TX sur THZ (vesp. TX). Soit g7 % la métrique sur
TH Z induite par g7 .

On pose :
(1.4) TS W ={X eT/'W, m.XeTS'V}.
On a:
(1.5) W =1 WaoT"Z

Les fibrés TfOOW et TH Z sont orthogonaux pour la métrique 75 g7V .

Pour U € TS, soit Uy € T{LW (1 < T < +o0) (resp. Uy’ € T3'V) le
relevement de U dans TfTW (resp. THV) qui est tel que ﬂg*UfT = U (resp.
7. U = U). Pour U € TV, soit UL € THW le relevement de U dans THW
qui est tel que 71, U = U. On remarque que pour U € T'S,

(1.6) Usle = (U3

DEFINITION 1.1. — Soient h € End(T" Z), h' € Hom(T4%, W, T" Z) tels que
siUV eTY, X e THV, alors
{ <U1Hv‘/1H>§TZ = <hU1Ha V1H> THZ,

g

(1.7)
(X{{"/lH>§TW = <h/XfI’V1H>gTHZ'

Soient gTS,g’TS des métriques sur T'S. Notons que par [BGS2, rem. 1.6] et

par (1.7), les objets introduits précédemment sont inchangés quand on remplace
TV et gTV par GTW + 7ngTs et g7V + 7r§g’TS.

ProrosiTiON 1.2. — SiU € TS, 1 <T < +00, on a lidentité suivante dans
TW

1 h\—1
ITH _ lfH H
(18) 3,7 — Y3,00 T2 (1 + T2) h/UB,oo'

Preuve. — Par définition, on a TfTW C THW. Donc il existe U(T)
appartenant a T'V tel que UfT =U(T)". Dou

(1.9) U(T) - Us' e TY.
En utilisant (1.6), (1.7), (1.9), on en déduit facilement (1.8). []
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Maintenant, on étudie I’asymptotique de VEZ T3 1, (Ss7(+) -, ).
Soit By (T € [1,+0o0]) une famille de tenseurs; quand 7T tend vers +oco, on
notera 1
Br=0(73):
si, pour tout k € N, K C S compact, il existe ¢ > 0 tel que pour T' > 1, le sup
des normes de By et de ses dérivées d’ordre < k sur K est dominé par ¢T—2.

Soit VT2 1a connexion sur TH# Z induite par VTV soit °V7Z la connexion
s TZ~THZaTX

(1.10) 0Tz = yT"Z g yTX,

Sur chaque fibre Z, soit VTZ la connexion de Levi-Civita sur (TZ,37%). Soit
gT% = 71ig™Y @ ¢"X la métrique sur TZ =THZ & TX.
DeriNiTION 1.3. — Sous lidentification TW = TfOOW @ TZ, soit A3 la
1-forme sur W a valeurs dans End(TZ) définie par
<A3’OO(X)Y’ Z>9’TZ - <(€TZ - OVTZ)(X)Yv PTXZ>ng
si X,Y,ZeTZ,

(1.11) 1 TH 7 TX / TX TH 7
= X PTUY] PTXZ) o+ (WX PTXZ), PTI2Y) )
siXeTf WetY ZeTZ.
On pose
(1.12) vIZ 0972 4 As

THEOREME 1.4. — La connexion V17 préserve TX et sa restriction a TX est
égale & VIX. Quand T tend vers +o0, on a

(1.13) viz :VZOZ+O(%).

Preuve.—SiY, Z sont des sections C*° de T'Z, pour X € TW, on doit calculer
I’asymptotique de <V§§<Y, Z>g/TZ quand T — 4o00.

Soient Y1,Z; (resp. Ya, Zs) des sections C* de TY (resp. TX). Soient
Y:Y1]711+Y2, Z:Zfl+Z2.

i) Le cas ou X € TZ. — Soient X7, Xo des sections C*° de TY, TX. Soit
X =X{, +X,. Par (1.1), on a

(114) (VE4Y,Z) v

1
= TVFAY, 22) o+ (VFAY, 20 (14 0(75)):
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En utilisant la formule de la connexion de Levi-Civita [BeGeV, (1.18)], [B4,
th.1.1] et (1.14), on a

N 1
(115)  (VIXY.Z) 0z = (VXY Z2) ox + (Vi Y1,21) oy + O(ﬁ)'

i) Le cas ot X € T{L,_W. — Soit U une section C* de T'S . Soit X = U3T..
o Supposons d’abord que Z € TX. Alors Z; = 0. Par [B4, th.1.1], (1.1)
et (1.8), on a

1
(1L16)  2AVEZ Y.Z) 0s = 2THVES Y, Z) 0 + O(ﬁ)
- Tz{( U372, Y], 2) jrz + (2, Uslr ), Y )
1
+ UL, z>ggz} + o(ﬁ)
1
= 2(VEX Y2, Z) s + 2 A o(USL)Y, Z) s + 05 ).

« Supposons que Z € THW. Alors Z> = 0. En utilisant [B4, th. 1.1] et (1.8),
on obtient :

1
(1.17) (Vidu Y2Mh) o = (VENYVL 21) oy +O( ).

Nous avons bien démontré le théoreme 1.4. []

Soit g7 une métrique sur T'S, soit V7 la connexion de Levi-Civita sur
H H
(TS, g"%). Soient g’z la métrique et V7s.=" la connexion sur T W
induites par g7, VT, Soit °VIW la connexion sur TW =T, W & TZ

(1.18) OYIW — v g vT7,
et soit T3 o la torsion de OVEOW.

Prorosrtion 1.5. — On a

H

Tl(X,Y> + [TQ(T(l*X, 7T1*Y)}1 +A3700(X)Y
(1.19)  T3.00(X,Y) = siX e WY eTW,
0 si X, Y eTZ.

Preuve. — On fait le calcul dans les cas suivants.
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(i) Le cas ot X, Y € TfOOW. — Soient U, U’ des sections C>® de T'S; alors :

H
T5 W
H
UIS,oo

H
(1.20) Ty oo (UL, U'H ) = v, 5"

- H
US,oc

={[U.U}; — U3 U'EL]

,007

U'soo = Vi Usioo = [Usloos U'slec]

H
= Tl(U;Ioov Ulg{oo) + [TQ(UQHv Ulgl)] 1"

(ii) Le cas oo X € T{L W, Y € TX. — Soit U (resp. Y) une section C* de
TS (resp. TX); alors, par (1.13),

(1.21) Ts.00(U3', Y) = vggwy - [U3.. Y] = Tu(USL,, Y).

(ili) Le cas ou X € T{L. W, Y € TH#W. — Soit U (resp. Z) une section C*
de T'S (resp. TY); alors

(122) Ty (Ul 201) = VIRZ 20 4 Ag oo (UL ZH — (U2, 2H]

H

= —[Us%, 21 + [Vin 2],

3,007

H

=T (UL, 2z + (LUl 2)];

3,007

+ Az 0o (UsT ) Z1T.

(iv) Le cas ou X, Y € TZ. — Soient X, Y des sections C*° de TZ. D’apres
[B4, th. 1.1] et (1.13), on a

(1.23) T500(X,Y)=VIZY - VIZA X — [X,Y]
= %Lngo(vgg(y - Vi X —[X,Y]) =0.

Nous avons bien démontré la proposition 1.5. []

THEOREME 1.6. — Quand T — 400,
1
(1.24) T =T500 + O(ﬁ)
Preuve. — On a des identifications de fibrés vectoriels C* sur V
(1.25) TW =T3"W @ TZ, TipW ~m3TS.

. H . . . .
Soit V37" 1a connexion induite par v7TS sur T3{1TW. Alors T3 7 est la torsion

de la connexion V%W VZTZ. En utilisant la proposition 1.2, (1.13) et (1.18),
on a (1.24). [

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



550 X. MA

THEOREME 1.7.
(i) Pour X e TX, Ze€TZ, U U €TS8, on pose

Yr=Z+Usp, Yr=U4g,
Alors quand T — 400, on a :
(1.26)  T%(S5.7(X)Yr, Y7 ), = (S1(X)Voo, Y1)
n %Lx<h’Yo’o,PTHZZ> o +0(T2)
(il) Pour X1,Y1 € TY, U,U’' € TS, on pose
X=x{", Yo=Y +Uj,, v;=U%,

Alors quand T — +o00, on a :
1
127)  (Sr(X)Yr YE), = (X0 + U0 +0( ).

Preuve. — (i) D’apres [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théoréme 1.6, quand
T — 400, 0n a:

(1.28) T%(Ss,0(X)Yr, Y1), = =T*(Ts 0 (U, ),X>g§z
+ 2T T30 (U, U ), X>g;z
= 7<PTXT (U/B 00 ) X>gTX
1
+ S (PTXD oo (UL U)X o + O 75 )
Par [B4, (1.5), (1.6)], (1.11), (1.19), on a :

(1.29)  T2(S3.7(X)Yr, V7).
_ < (U/H PTXZ) X>ng

3,007

TX

+ 3 (Ui + P72 2,08 ), X)),
1
+ %<[X’ h/U/gOO}’PTHZZ>w* ry T O(ﬁ)
1
— (S VL) + ALk (WU PT22) 1 +0( ).
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(ii) D’apres [B4, (1.5), (1.6)], (1.8) et le théoréme 1.6, quand T' — 400, on a :

(1.30) <537T(X)YT, YT/>
= —(Ts,r (U8, Y1), X11,11>g%“z

+ %<T3,T(U;IT’ U'QT), Xﬁ11>

TZ
9r

H
= _<PT ZT37°O(UI§{700’ Ylfll)’ Xfl>7ri‘gTY

" 1
+ 3(PT ZT&OO(U{IOO,U’goo),XfQﬁgTY +O(ﬁ)
1
= (DU Y1), X1) 0 + HBUE U)X 4y +0( )

) 1
= (S2(X)(%1 + U, U'E) +0( =5 )

On a fini la preuve du théoreme 1.7. []

b) L’asymptotique des tenseurs associés aux fibrations kdhlériennes.

Soient W,V S des variétés complexes. Soient 71 : W — V15 : V — § des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = moomy : W — S
est une submersion holomophe de fibre compacte Z. Soient T X, TY, T Z les fibrés
tangents holomorphes relatifs.

Soit wY" (resp. @) une (1,1)-forme réelle, fermée, C* sur V (resp. W) dont
la restriction & chaque fibre Y (resp. Z) définit une métrique hermitienne g7
(resp. §g7%) sur le fibré tangent relatif TY (resp. TZ).

Dans la suite, on utilisera un indice R pour distinguer les fibrés réels des fibrés
complexes.

Pour T' > 0, on pose

(1.31) wi = %@W +7riwY, W =Wl

Soient g7 et g5 les métriques hermitiennes sur TX, TZ induites par &"
et wi. Soient VIX VTY VIZ Jes connexions holomorphes hermitiennes sur
(TX,gT%), (TY,gTY), (T'Z,gt?). Soient THW, THV, TfTW les sous-fibrés
vectoriels de TW, TV, TW orthogonaux & TX, TY, TZ pour &%, wV, w%v
[B4, th. 2.2].

Par [BGS2, th. 1.7], la connexion V7#X sur T X préserve la structure com-
plexe de Tr X, et elle induit la connexion holomorphe hermitienne VX sur T'X
pour gTX.
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DEFINITION 1.8. — Soient h € End(T" Z), h' € Hom(T4Z, W, T" Z) tels que
siUVeTY, X e TSV,

<U1Ha Vf]>gTZ = <hU1Hv V{I>9THZ5
(1.32) ’ .

Z‘;W(Xflvvl ) = <hIXfI7V1 >gTHZ'
Alors h est une section auto-adjointe définie positive de End(THZ). Soit h €
End(THZ) (resp. h' € Hom(T4L W, THZ)) le conjugué de h (resp. h'). On
prolonge h ¢ T Z (resp. W' de TszORW aTHZ).

Notons que @, wV ne définissent en général pas des métriques kahlériennes
sur W, V. Toutefois, si so € S, si w® est une forme de Kéhler sur un voisinage U
de sg dans .S, pour A > 0, @W+/\7r§ws, WY+ Amiw’ sont des formes kihlériennes
sur 73 H(U), 75 ' (U). On peut alors effectuer les constructions du §1a) sur
73 (U), 731 (U). Les constructions qui suivent la définition 1.1 montrent que
les objets construits ne dépendent pas de w”, et sont donc globalement définis
sur W ousur V.

Comme complément, on donne I’asymptotique de VLZ.
On rappelle qu’on a l'identification de fibrés vectoriels C*° sur W

(1.33) TZ~THZ o TX.

Soit VT 1a connexion induite par VTV soit V7% la connexion sur TZ
(1.34) oyTZ _ gT"z o vIX,

Soit A € T*OVW @ Hom(THZ,TX) tel que VIZ" = 0yTZ" 4 A Soit A*
I’adjoint de A associé aux métriques gTHZ et g7X.

On écrit VLZ sous forme matricielle relativement au scindage T2 ~ THZ @
TX. D’apres [BerB, (7.24)], on a

L35 orz _ [V 2+ @+ )7V (T2 4 ) A
( . ) T A VTX .
On pose

vtz o

TZ _
(1.36) VS = [ A vTX}
D’apres (1.35), on a :
THEOREME 1.9. — Quand T — 400, on a :
1

(1.37) vIZ = vTiZ 4 O(ﬁ).
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2. Formes de torsion analytique

Dans ce paragraphe, pour fixer les notations, on rappelle la construction de
formes de torsion analytique dans [BKo] associées aux fibrations kdhlériennes
7 : W — V. Pour une description plus compléte, on se réfere & [B4, § 2].

Ce paragraphe est organisé de la facon suivante. Dans a), on rappelle la
construction de la superconnexion de Levi-Civita associée & une fibration [B1]
Dans b), on construit des formes de torsion analytique de [BKd].

a) Superconnexion de Levi-Civita d’une fibration kdhlérienne.

Soient W et V des variétés complexes, soit # : W — V une submersion
holomorphe de fibre compacte X. Soit w" une (1,1)-forme réelle, fermée, C*
sur W qui induit une métrique hermitienne g7¥ sur TX.

Soit THW le sous-fibré de TW orthogonal & TX pour w". Pour U € TV,
soit U” € THW le relevement de U dans THW qui est tel que m, U = U.

Soit ¢ un fibré vectoriel holomorphe sur W. Soit h¢ une métrique hermitienne
sur €. Soient VIX | V¢ les connexions holomorphes hermitiennes sur (7'X, g7*),

(&, hE). Soit VATV X) 1a connexion sur A(T*©DX) induite par VIX. Soit
VATV X)EE 15 connexion sur A(T*ODX) @ ¢

(2.1) VAT X)eE - gMTTOYX) g1 41 @ VE,

Pour b € V, soit (Q(Xb,§|xb),3xb) le complexe de Dolbeault relatif des
sections C* de (A(T*OVX)®¢)x,. Alors Q(Xs,§|x,) va étre considéré comme
une fibre d’un fibré vectoriel de dimension infinie sur V' dont les sections C*°
sont identifiées aux sections C>* de A(T*(VX) ® ¢ sur W.

Soit 7 T'opérateur de Hodge associé¢ a g7* sur A(T3X). On définit le
produit hermitien sur Q(Xy, ¢ x, ),

1

(22) CY,O/ S Q(Xba£|Xb) — <Oé,0/>b = W /}( <CY N *TXCY/>h§.
b

Soit dvy la forme de volume sur X associée a g7X sur TX. Soit ( )A(T*O1 X) @

le produit hermitien sur A(7*(%D X)®¢ associé aux métriques g7 ¥, hé sur T X, €.
Alors pour a,a’ € (X, {|x,), on a :

(5,8 = (27r)7dimx/ (8,8") Ar=01) x) e dUx -

Xb
Soit 9%»* I’adjoint formel de 3X* pour le produit hermitien (2.2).
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DEFINITION 2.1. — Si s est une section C* de Q(X,¢|x), si U € TRV, on
pose :

9} X, *(0,1)
(2.3) e AP

Par [B1, § 1 (b)], V¥(X:€x) est une connexion sur le fibré vectoriel Q(X, §x)-

Soient VQ(X@\X)/,VQ(X@\X)N les parties holomorphes et antiholomorphes de
VQ(ng\X).

La fibre A(T*OVX) ® ¢ est un ¢(TgX)-module de Clifford. En effet, si
U € TX, soit U € T*OVX qui correspond & U par la métrique g7~.
SiU,V € TX, on pose :

(2.4) c(U)=V2UA, (V)= —V2ig.

Pour X € T X ®r C = TX ®TX, on définit ¢(X) par prolongement C-linéaire.
Soit fi,..., fam une base de TRV et soit f1,..., f2™ la base duale de T3V .

DEFINITION 2.2. — Soit
(2.5) o(T) = 13" ffPe(T (2, 1))

Alors ¢(T) est une section de (A(TEV)@End(A(T*OVX) @ ¢))impair,
On définit aussi ¢(TH0), ¢(T%!) par des formules semblables & (2.5), de sorte
que

(2.6) e(T) = o(TH0) + ¢(T).
DerINiTION 2.3. — Pour u > 0, on pose :
" = Tl,O)
B = vX8:x)" /% — 0(7,
“ Vu 2v/2u
0,1
(2.7) B! = VX&) | g ¥ o(T%7)

2v/2u ,
B, =B, + B
D’apres [BGS2, §2(a)], B, est la superconnexion de Levi-Civita A, /, définie
par [B1, § 3].
Soit Nx I'opérateur de nombre de A(T*(®V X)®¢, qui agit par multiplication

par k sur A¥(T*ODX) @ £ Alors l'opérateur Nx définit une Z-graduation
sur A(T*ODX) @ €.

Pour tout U, U’ € TRV, on pose :
(2.8) WA (U, U") = " (UH, U'H).
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DerFINITION 2.4. — Pour u > 0, on pose :
HH
(2.9) N, =Nx+1i
b) Formes de torsions analytiques.
Soit R*m.§ = 21%)( RFrm,£ T'image directe de ¢ par m. On suppose que,

pour tout k, 0 < k < dim X, RFr.£ est localement libre. Pour b € V, soit
H(X3,¢x,) la cohomologie du faisceau des sections holomorphes de & x, sur Xp.
Alors les H(X3,&x,) sont les fibres du fibré holomorphe Z-gradué H(X, ¢ x)
sur V'; plus précisément,

(2.10) R*m.& = H(X, € x)-

Désormais, on suppose que R*m.&, (0 < k < dim X) est localement libre, et on
identifie R*m.§ a H(X,§ x).

On pose
(2.11) Dy = 0% 4+ 0%, K(Xy,&x,) =ker Dy
Par la théorie de Hodge
(2.12) H(Xp,¢x,) ~ K(Xp,)x,)-

Donc K (X3,§x,) est de dimension localement constante. Les K(Xy,¢x,)
sont les fibres d'un fibré C*, K(X,§x), sur V. D’apres [BGS3, th.3.5],
l'isomorphisme canonique des fibres (2.12) provient d’un isomorphisme de fibrés
vectoriels Z-gradués sur V,

(2.13) R'm.& ~ K(X,§x).

De plus K (X, & x) hérite du produit hermitien (2.2) sur Q(X, & x). Soit hf7¢
la métrique correspondante sur R°m.& par (2.13). Pour 0 < k < dimX,
(RFm.£, pR g ) est un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V.

DEFINITION 2.5. — Soit P [lespace vectoriel de formes réelles sur W qui
sont la somme de formes C* de type (p,p). Soit

(2.14) PWO = {a e PY il existe des formes 3,y C* sur W,
telles que o = 08 + 5’}/}.

On définit de la méme maniére PV et PV,
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Soit P une série formelle ad-invariante définie sur les matrices carrées. Soit
(E, g¥) un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur W. Soit V¥ la connexion
holomorphe hermitienne sur E, et soit RF sa courbure. Soit

—RE)_

21

P(E, gF) = P(

Alors P(E, g¥) est une forme fermée dans P dont la classe de cohomologie
P(E) ne dépend pas de gF.

On rappelle que, si A est une matrice carrée, alors

A

(2.15) Td(A) = det (m) ch(A) = Trlexp(A)].
On pose
(2.16) Td'(A) = %Td(A + 01 jp=o-
Soit

dim X
(2.17) ch(Rom &, h6) = 37 (—1)kch(RFm. &, n ),

k=0

Maintenant, on définit les formes de torsion analytique T'(w", h%), en utilisant
la superconnexion de Levi-Civita B, comme en [BK6, déf.3.8]. Par [BKG,
th. 3.9], la forme T(w", h®) est dans PV, et

20
(2.18) 5 (ww,hg):ch(R’w*g,hR“*f)f/XTd(TX,gTX)ch(f,hE).

Dans [BK6, th. 3.10], ils ont établi des formules d’anomalie pour ces formes.

3. Fonctorialité des formes de torsion analytique

Le but principal de cet article est d’établir les théoremes 3.5 et 3.11.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on donne les
hypotheses et les notations de cet article. Dans b), on énonce le résultat dans
le cas ol € est m. et w3, acyclique. Dans c), on énonce le résultat dans le cas
ol m; et V sont projectives.

On utilise les mémes notations qu’au § 1 b).
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a) Hypothéses et notations.

Soient W,V S des variétés complexes. Soient 71 : W — V15 : V — § des
submersions holomorphes de fibres compactes X, Y. Alors 73 = moomy : W — S
est une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit £ un fibré vectoriel
holomorphe sur W.

Soit wW (resp. w") une (1,1)-forme réelle, fermée, C> sur W (resp. V) dont
la restriction & chaque fibre Z (resp. Y) définit une métrique hermitienne g7#

(resp. g7Y) sur TZ (resp. TY). Soit h¢ une métrique hermitienne sur £&. On

rappelle que ¢g7¥ est la métrique sur TX induite par w".

On suppose que R°mi.&, R*m3.& et R*moR*m.& sont localement libres.
Comme au §2b), on peut identifier le fibré R*mi.{ (resp. R°*ms.&, resp.
R*ma. R*1.€) aux éléments harmoniques associés dans le complexe de Dolbeault
relatif Q(X, & x) (resp. Q(Z,&z), resp. QY, R*m1.{}y)). Soient hFmi-& pRms:s,
pfima-Bmi-8 es métriques associées définies au §2b).

Sur W, on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens :
(3.1) 0-TX —TZ — mTY — 0.
Par une construction de [BGS1, § 1f)], il existe une unique classe de Bott-Chern
Td(TZ, TY, g*%,gTY) € PV /PWO telle que
(3.2) %Tvd(TZ, TY, g%, g™
=Td(TZ,¢g"7) — nf (TATY,g"")) TA(T X, g"™).

Soient T (W, he), To(wV, hFm1=8) T3(w™W, he) les formes de torsion analytique
sur V, S, S pour 71, me, w3 définies au §2b).

Soit s € S; alors d’apres [Grot, §3.7] (ou voir le §10b)), il existe une suite
spectrale de Leray pour le foncteur dérivé du composé 73, = mox © m14. On le
notera (E, s, drs). On a :

33) {E;J’ = H'(Y,Rim.&y) ~ R'm. Rimy.&,
3.3
B, = H(Z,€7) ~ R*ms.€.

Donc E3* est un fibré vectoriel holomorphe sur S. Soit h¥2 la métrique sur Ey
induite par hfim2< =& Qoit B (Z:€12) 1a métrique sur H(Z, §z) définie au § 2 b)
associée & g% hE.

b) Le cas acyclique.

Dans cette partie, on suppose que pour ¢ > 0, on a

(3.4) Rim,6 =0, Rim3,&=0.
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Alors la suite spectrale de Leray pour chaque fibre Z, (s € S) dégénére & partir
de F>, et de plus,

(3.5) Ey = H(Z,82) = H*(Z,¢2).

Donc par la construction de [BGS1, §1f)], la classe de Bott-Chern c~h(E2,
H(Z,§2), hte, hH(Z’g‘Z)) € P5/P50 est bien définie.

DEFINITION 3.1. — Soit A(wW,wV, h¢) la forme dans PS/PS0

(3.6) AW",wY, hE) = Tu(w", h)~Tp(w¥, hm-) - / TA(TY, g™ )Ty (", 1)
Y

f&(EQ,H(Z@Z),hEz,hWW) + / Td(TZ,TY,g"%, g7¥ )ch(&, h¥).
zZ

ProrosiTiON 3.2. — On a
00
A

(3.7) —

(W, WY, h%) = 0.

Preuve. — En utilisant (3.2) et (2.18), on a (3.7). []

REMARQUE 3.3. — Soit w'" (resp. ") une autre (1,1)-forme réelle, fermée,
C> sur W (resp. V) qui induit une métrique hermitienne sur T'Z (resp. TY).
Soit A€ une autre métrique hermitienne sur £. Alors, en utilisant [BK&, th. 3.10],
on peut vérifier que, comme dans [BerB, § 3 (b)], on a

(3.8) AW, W, h8) = AWWY, W'Y, W¢) dans P9/PS0.

REMARQUE 3.4. — Soit & un fibré vectoriel holomorphe sur S. Si on suppose
que S est kdhlérienne et compacte, en utilisant [BerB, th. 3.1], [BGS3, th. 1.23],
on peut vérifier aussi que

(3.9) /5 TA(TS)ch(€)A (WY, wV, hE) = 0.
Le but de cet article est d’établir le résultat suivant.
THEOREME 3.5. — On a
(3.10) AW, WV, h) =0 dans P%/P5°,
REMARQUE 3.6. — D’apres le théoreme 3.3, on sait que pour montrer le

théoreme 3.5, il suffit de le montrer pour une forme w" donnée. En remplacant
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w" par wW +7¥w", on peut supposer que @V est une (1, 1)-forme réelle, fermée

sur W, qui induit une métrique hermitienne sur 7'Z, et que de plus

(3.11) W =% 4 1Y

c) Le cas ou 71 et V sont projectives.

Comme ’hypothese (3.4) n’est pas satisfaite en général, on propose de montrer
un résultat qui généralise le théoreme 3.5. Dans le cas général, comme E> n’est
pas isomorphe & H(Z,§z), le terme ch(Es, H(Z,§7), hF2, hH(Z812)) ¢ pS /pS:0
n’est plus bien défini. Dans la suite, on donnera une facon naturelle de construire
la classe de Bott-Chern ch(Es, H(Z,§z), hP2 pH(Z82)) quand 71 et V sont
projectives.

Dans cette partie, on suppose que m et V sont projectives [BGS3, p. 337].
Alors W est aussi projective.

THEOREME 3.8. — On peut définir la classe de Bott-Chern
ch(Ep, H(Z,€ ), h"2, h1(#612)) e pS/pS0

de maniére «naturelley de sorte que

(312) 26—6&1(E2, H(Z’ §|Z)’ hE2, hH(Z7§‘Z))
™
= ch(H(Z,€z2), h""7412)) — ch(Ey, h"?).

THEOREME 3.9. — On suppose que S est kidhlérienne. Soit g7° une métrique
kihlérienne sur T'S. Soit o la section canonique de A\™1(E2) @ A(R*w3.&). Alors
on a

(313) log ||O—||§71(E2)®)\(R'7r3*5)
= / Td(TS, gTS)&l(E%H(Z, &2), hEzJLH(Z,g‘Z)).
s

REMARQUE 3.10. — Les preuves des théoremes 3.8, 3.9 sont reportées au § 10.
On y expliquera précisément le mot «naturel .

Maintenant, on définit la forme A(w",wY, h¢) € P¥/P59 comme en (3.6). Le
but de cet article est d’établir aussi le résultat suivant.

THEOREME 3.11. — On a

(3.14) AW, WY, k%) =0 dans P°/P5°.
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4. Preuve du théoréme 3.5

Dans ce paragraphe, on montre notre résultat essentiel, le théoreme 3.5,
pour w" donnée par (3.11).

L’organisation de ce paragraphe est la méme que dans [BerB, §4]. Comme
dans [BerB, §4], on donne des résultats intermédiaires dont les preuves sont
données aux §§ 5-9.

Ce paragraphe est organisé de la facon suivante. Dans a), on établit une
identité Sp_, I9 = 969 — 909 — DAY de formes dans PS. Le théoreme 3.5 sera
obtenu par passage & la limite & partir de cette identité. Dans b), on énonce
des résultats intermédiaires qu’on va utiliser dans la preuve du théoreme 3.5.
Dans c), on calcule 'asymptotique des I. Dans d), on traite d’abord le terme &
droite de ’équation ci-dessus. Comme un probleme analogue a été résolu dans
[B4, §6], on omet les preuves. Le lecteur en trouvera le détail dans [B4, §6].
Enfin, on finit la preuve du théoreme 3.5.

Dans ce paragraphe, on utilise les mémes hypotheses et notations qu’au §§ 3 a)
et 3b).

a) Une 1-forme fondamentale.
Soit w¥ (T > 0) la (1,1)-forme réelle, fermée, C°> sur W définie par

1
(4.1) w = ﬁquLﬂwa.
Alors par (3.11), on a w" = wiV.
On rappelle aussi que g7Z, g%Z gTX g7V sont les métriques induites par

wW, w%v, wW WV sar TZ,TZ,TX,TY. Soit *%Z I'opérateur de Hodge agissant
sur A(T;Z) associé & la métrique g%-Z. On pose
4 0

(4.2) Qr = —(x17) 16—T(*%Z)-

On rappelle que le fibré A(T*(OVZ) @ ¢ est un ¢(TgZ)-module de Clifford.
On note cr(.) P'action de I'algebre de Clifford de (T Z, g2*?) définie en (2.4).

Soit {e,} une base locale orthonormée de TgrZ pour la métrique g%-Z. Soit
{ga} une base de TrS, et soit {g*} sa base duale de T} S.

DEFINITION 4.1. — Soit

i 0 o

(4.3) Msur= _\/—Q—U(a_TWYW)(ggs,Taea)g cr(ea)
i /0 o
- %(Q—Twy)(gismgﬁw)g Ng’ = Qr.

Soit waﬁ la forme correspondant & (w3, wy ) en (2.8). Soient By 1, Naur
les opérateurs définis en (2.7), (2.9) associés & wi¥', h¢ et 73 : W—S.
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On fixe une racine carrée v/2mi de 2mi. Soit ¢ (resp. 1) ’homomorphisme de
A(T§S) dans A(TS) (resp. A(TRV) dans A(TEV)) :
% deg 0.

a— (2mi)”

DEFINITION 4.2. — Soit a1 la 1-forme & valeurs dans P sur R} x RY
2
g, = dupTr 5N37u2,T eXP(*Bg,uZ,Tﬂ + dTpTr, [M37u2,T exp(—BgﬂuzyT)].

Par [BK6, th. 2.9], on a la proposition ci-dessous.

PropPOSITION 4.3. — On a l’égalité suivante :

(4.5) dyraur = %dudTgo
=0
{a% {TI‘S [[Bé,uQ,T’ NB,uQ,T] exp(_B;uz,T — bMB,vﬂ,T)} }
0

,a%

b=0

{TI‘S [[Bg,uz,T’ N3,u2,T] exp(—BgﬁuzyT — bM3,u2,T>:| }bfo

-0
—_ 83%{Trs I:NB,'U.Q,T eXp(_Bg,u27T o bMB’uQ’T):I }b:()}.

Pour 0 < e <1,1 <A< +4o00,1 < Ty < 400, soit I' = I'c 47y, le contour
orienté dans R’ x R :

u 1"2
A ,,,,,,

Ty A Iy
S

Iy
: : T
0 1 To
Dans la figure, I' est composé par les segments orientés I'y,...,T'y. Alors le

contour I' est le bord d’un domaine rectangulaire A.

Pour 1 <k <4, on pose :

(4.6) 0= / .
Tk
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Soient
N 2 0
07 = (2mi) 1/2/A a%{wTrs[[Bé,uz,T’N?),uz,T]
eXP(*Bg,'Lﬂ,T - bM3,u2,T):| }b*O dUdT,
2 0
9022.—1/2/__ TI‘S ”2 N s
(4.7) 2 = (2mi) A uab{(p [[ 32,10 N3,u2,7]

eXp(*B;uz’T - ng,uz,T)} }bfo d’lLdT,

N 20
Hg = (27‘(‘2) 1/AE%{§DTYS[N3,1L2,T

exp(— B2 o — ngﬁuzﬁT)]}b_O dudT.

THEOREME 4.4. — On a l’égalité :
4
(4.8) > 1) =067 — 963 — 9063,
k=1

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.3. []

b) Des résultats intermédiaires.

On rappelle qu’on a les identifications de fibrés vectoriels C* sur W,
TZ~THZeTX, THZ~nmiTY.
Ces identifications induisent une identification de fibrés C*° Z-gradués sur W
(4.9) AT*OV 72y ~ i A(T*OVY)RA(T*OV X).

Soient Nz, Nx, Ny les opérateurs de nombre sur A(T*D7), A(T*ODX),
A(T*ODY). D’apres (4.9), les opérateurs Ny, Ny agissent sur A(T*D 7). Tls
agissent aussi naturellement sur A(T*1 Z)®¢ et sur Q(Z, §)z)- Naturellement,

(4.10) Nz = Nx + Ny.

Soient Bj,, B2y, Bs. les superconnexions de Levi-Civita associées a

(m1,wW, hE), (2, w, RIT™18) (3, w", k%) définies & la définition 2.3. Soit wi
oHH HIHH - GHH Jeg formes associées a (m1,w™), (m1,@%), (m2,w"), (73,w
définies en (2.8). Soient Ny 4, N1, Nau, N3, les opérateurs associés a (my,w"),
(m1,@%), (m2,w"), (m3,w") définis & la définition 2.4.

3

")

Maintenant, on expose des résultats qui vont étre utilisés dans la preuve du
théoreme 3.5. Les preuves des résultats seront données aux §§ 5-9.
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Dans la suite, on met sur les formes C*° sur S la topologie de la convergence
uniforme des formes et de leurs dérivées sur les parties compactes de S. Pour
éviter de noter explicitement des constantes qui dépendent du compact considéré,
on suppose, pour simplifier, que .S est compacte.

THEOREME 4.5.
(i) Pour tout u > 0,

(4.11) Tlirfm oTrg [NgyuﬁT exp(fB;u,T)} = oTr, [Ngﬁu eXp(—Bg,u)] .
(il) Pour tout u > 0, il existe C > 0, § > 0 tels que pour T > 1,

(4.12) ‘@Trs[Mg,u,TeXP(*Bg,u,Tﬂ

C
To+1

2
_ T@Trs [(NX —dim X) exp(fB;u)} ‘ <

THEOREME 4.6. — Il existe C' > 0, Ty > 1 tels que, pour tout T > Ty, u > 1,

c
(4.13) | T[N, m exp(= B3 7)]| < —

Pour s € S, soit (, )75 le produit hermitien (2.2) sur Q(Z,, &z, ) associé

a ghZ ht. Soit 5?5’* I'adjoint formel de 9% pour le produit hermitien (, )7
sur Q(Zs, & z,). Soient

(4.14) DZ =087 +9%*, DY =9¥ +98V*, DX =9% + %~

Soit PkerD7 |a projection orthogonale de Q(Z,§) sur ker DZ pour le produit

hermitien ( , )7. Dans la suite, on note pkerD7 par Pf(z’g‘z)

de Hodge, I’application

. Alors, par la théorie

s € ker D +—s Pf(z’g‘Z)s € ker D%

est I'identification canonique de ker DZ & ker DZ.

Soit hg(Z’E‘Z) la métrique sur H(Z,§z) associée & gfZ ht définie au

§2Db). Soient Vg(Z’E‘Z), V#2 les connexions holomorphes hermitiennes sur

(H(Z,€.2), bt 97)), (5, hF2). On pose

H Z7 H Z, H Z7
(4.15) QIZ¢2) _ pl#82) ) pH(Z&12)

ProprosITION 4.7. — Quand T — +00, on a

H(ng\z)72 _ Es,2 l
(4.16) va =V +0(T).
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De plus, on a dans P° /P50

—+o0
H(Z, H(Z, ,2
(4.17) /1 {(pTrS [QT( §iz) eXp(—VT( §i2) )]

2(Ny — dim X) o
o [2 ) Gy
T
= 7(;}/1(E27H(Z5 g‘Z)a hEz, hH(Z,ﬁ\z)).

THEOREME 4.8. — Pour tout T' > 0, on a
) 1
(4.18) Ehf(l) @'Try |:EM3,82,T/E eXP(—Bg,gaT/e)}
2 ~
=7 / TA(TY, g™ )1 Tr [(Ny 72 — dim X) exp(—Bf 12)].
Y
Si J' € A(TzV)&C(du), J' peut s'écrire
J' = Ji+ duJ] avec Jj,J; € A(TEV).

On pose
(4.19) [J]d = ;.

D’apres [BGS2, th. 2.16], on peut poser :

' ~ 5 0B 4, du
(4.20) Eio= hn%) Tr, [leu exp (f By, + du(2u 3 : ))} .
uU— ’ U

THEOREME 4.9.
(i) Il existe une forme po(T), C* sur S telle que pour T fixé, quand u — 0,

o du
(421) v, [uMs.rexp (f BZ, o+ du%Bg%Tﬂ = 11o(T) + O(u).

(i) I existe une forme E, C* sur S telle que, quand T — +00

1 1
(4.22) 1o(T) = ?E+O(ﬁ).
avec
(4.23) @d®E = (2mi)~7d° / TA(TY, g™ )1 E1 0.
Y

On rappelle aussi que VXZ est la connexion holomorphe hermitienne sur
(TZ,g%%). Soit RLZ sa courbure.
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THEOREME 4.10. — Il exziste C > 0 tel que, pour tout e € ]0,1], e <T < 1,

1
(424) ‘(pTI‘S [_M3,62,T/8 exp(fBg,e2,T/e):|
2 ’VW

= et 3
- T3 2 Td(TZ gT/a)Ch(gah )

T/E 9 1z ¢
/ ab 211 b( T/E) 8T(gT/E))b:OCh(§,h )
1 T
+loa(D)| <c
€ €

THEOREME 4.11. — 1l existe § € ]0,1], C > 0 tels que, pour tout ¢ € ]0,1],
T>1,

(4 25 ’CPTI'S{ M3 e2,T/e exp( B 3,62 T/s)}

2 . C
- T@Trs[(NX — dim X) exp(—B3 ) ‘ < TS
REMARQUE 4.12. — Les théoremes 4.5, 4.6 seront démontrés au §5, la

proposition 4.7 au § 6, le théoreme 4.8 au §7, les théoremes 4.9 et 4.10 au § 8,
le théoreme 4.11 au §9. L’hypothése (3.4) ne sert qu’aux preuves des théo-
remes 4.5-4.7.

c) L’asymptotique des I?.

Dans cette partie, on va procéder comme en [BerB, §4 (c)], i.e. on calcule
I’asymptotique de I,g quand A — 400, T — +00 et ¢ — 0. On n’indiquera que
la différence avec [BerB, §4 (c)], et on omet les détails des calculs

1) Le terme I?. — Soient

Cap = / [—Td'(TY,¢g™) + dimY Td(TY,¢"")]
Y

(1.26) * CB(R T, hEE),

OB w du
Fyo= lim Tr, {Nz u €Xp (* B, +du (2u - ))} '
o= lim ; : ou

En utilisant [BGS2, th. 2.16], [B4, (2.50)], les théorémes 4.5 et 4.6, apres avoir
passé a la limite A — 400, Ty — +00, € — 0, on obtient

(4.27) I} = —Ty(w", AR™8) £ T7(1) (Coo — £ pd Ea).
2) Le terme I9. — En utilisant la proposition 4.7, on a :

I3 = —ch(Ba, H(Z,€7), kP2, h1(Z42))  dans  PS /P50,
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3) Le terme I9. — Ce terme a déja été traité en [B4, (6.54)—(6.56)]. Soient
Cy0 = / [—Td(TZ,¢"%) + dim Z TA(TZ, g"%)|ch(&, h*),
(4.28) z
. 2 aBB U du
F3 0= lim Tr, [N3 w €XP ( - B35, + du<2u—))} .
’ u—0 ’ ? ou
Apres avoir passé a la limite A — 400, Ty — 400, € — 0, on obtient
(4.29) I3 = T3(w", h%)
+F’(1){ L odS By — Cyg + ¢Trs [Ny exp(— V7 (7€12):2)] }
4) Le terme IY. — La différence principale avec [BerB, p. 115-121] est qu’on

doit contrdler le terme d® o (T) dans le théoréme 4.10, mais ce terme est déja
traité au théoreme 4.9.

Evidemment, quand T — 400

0 2pPTX 1
TZ\—1 TZ\ _

Par le théoréeme 1.4, on déduit facilement que quand T — +o0,

0 *Rgz r7v-19 17
%Td< 27 7b(gT ) G_T(QT ))b:O

2 1
(4.32) = 2 (TA(TY, ¢™)) Td (TX,g™) + 0( = ).

—R%Z
21

En utilisant [B4, th. 2.17, 2.20, 2.24], les théorémes 4.8, 4.9, 4.10 et (4.32),
apres étre passé a la limite A — 400, Ty — +00, € — 0, on obtient dans P /P50

Td(

) = 7 (TA(TY, ¢™)) TA(TX, g™) + O(%).

(4.33) If= / Td(TZ,TY, 9", g7¥)ch(€, h¥) — / TA(TY, "™ )11 (", h%)
Z Y
-T'(1) / Td(TY, gTY){m* [(Td(TX,g"™) — dim X TA(T X, g™ X))
Y
ch(&, h8)] + o' (R*m.€, hRmf)}.
d) Preuve du théoréme 3.5.
Comme dans [B4, §§ 6.6-6.8], on établit 1’équation
4
(4.34) > I} =067 — 963 — 9063,
k=1
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Bien siir, on doit étudier en détail le terme & droite de (4.8). Comme la situation
est plus simple que dans [B4, § 6], on ne le fait pas; le lecteur peut trouver les
détails dans [B4, § 6].

On remarque aussi que, si S est compacte et kihlérienne, I’espace P50 est
fermé dans P° pour la topologie de convergence uniforme. Dans ce cas, on voit
facilement, que, comme p_, I9 € PS0 ona S,_, I} € PSO.

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33), le coefficient de I'/(1) du terme & gauche de
(4.34) est nul dans P%/P50,

Par (4.27), (4.28), (4.30), (4.33),(4.34), on en déduit le théoreme 3.5. [

5. L’asymptotique des supertraces contenant 1’opérateur

exp(—B3 , r) pour u ou T tendant vers I’infini

Le but de ce paragraphe est de montrer les théoremes 4.5 et 4.6. C’est une
extension de [BerB, § 5], qui traite le cas ot S est un point.

Dans [BerB, § 5], T DX + DX est un opérateur différentiel elliptique. La nou-
velle difficulté est que B3, 1 est une superconnexion, et que seul le carré B§,u,T
est un opérateur elliptique standard agissant sur chaque fibre. Un probléme simi-
laire a déja été considéré dans [B4, § 9]. C’est pourquoi on va toujours se ramener
a la situation traitée dans [B4, §9].

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on rappelle des
notations de [BerB, § 5]. Dans b), on remplace la superconnexion Bj ,, 7 par A, .
Soit A7 = Aj 1 ; on obtient alors 'asymptotique de A7 quand T' — +o00. Dans ¢),
on obtient 'asymptotique de A% écrite sous forme matricielle relativement & un
scindement de Ey = Q(Z,&| ). Dans d), on décrit le spectre de Aij. Dans e),
on énonce deux résultats intermédiaires, d’ou les théoremes 4.5 et 4.6 peuvent
étre facilement déduits. Le reste du paragraphe est consacré a la preuve de ces
deux résultats intermédiaires.

Dans f), on donne des estimations pour la résolvante de A%. Dans g), on
obtient une estimation uniforme pour le noyau de F,(A%). Dans h), on calcule
I'asymptotique de l'opérateur F,(A2) quand T — +oo. Dans i), on montre le
premier résultat intermédiaire et (4.12). Dans j), on montre le deuxiéme résultat
intermédiaire.

Dans ce paragraphe, on suppose que la forme w" sur W est donné par (3.11),
et que le fibré holomorphe ¢ vérifie ’hypothese d’acyclicité (3.4). On utilise les
mémes notations qu’aux §§1b), 3 et 4.

a) Le cas ou S est un point.

Dans la suite, on rappelle des notations de [BerB, §5] en fixant un point s € S.
Alors 1 : Z — Y est une submersion holomorphe de fibre compacte X.

On rappelle que h € End(7fTY) est défini en (1.32).
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DEFINITION 5.1. — Pour T > 1 et a € 7} (A(T*OVY)), on définit ara €
7 (A(T*ODY)) de la maniére suivante :

(5.1) w1, 0, ETY — _ _
B\ —1/2 B\ —1/2
aTa(v1,~~,vp):oz((1+ ﬁ) vl,...,(1+ ﬁ) vp).

Alors ar agit sur
AT OV Z) =~ 7 (AT OVY ) RA(T*OV X)
(voir (4.9)) comme ar®1.
DEeFINITION 5.2. — Pour T > 1, soient

h )
(5.2) By = det1/2(1 n ﬁ)aT, Cp = TNx—dmXpg,
DerFINITION 5.3. — Pour a € Y, soient E,, Ey les espaces vectoriels des
sections C* de A(T* OV Z) @ & sur X,, Z. On a donc
(5.3) E, = AMT*OVY), 8 Q(Xa, € x,)-

Soit dvz (resp. dvx, dvy) la forme de volume sur Z (resp. X, Y') associée & la
métrique 75 g7Y @ gt X sur TZ = i TY @ TX (resp. g7 X sur TX, g7 sur TY).
Soit ( )a(r+©.1) z)g¢,00 le produit hermitien sur AT*ON7Z) ® ¢ associé aux
métriques 7 g7y gt X, hE swr TZ =miTY @TX, & Poura € Yoet 5,8 € E,,
on pose
(5.4) (5.5, = @)X [ (5,80 2y dux.

Xa

DEFINITION 5.4.— Pour pu € R, soient El, E' les espaces de Sobolev d’ordre p

des sections de A(T*OV7Z) @ ¢, Ker DX sur Z, Y.

Soit ( )go = ( )oo le produit hermitien sur EQ associé aux métriques
7igTY @ gTX hé swr TZ = miTY @ TX, ¢ défini en (2.2). Soit || HE8 la norme
correspondante sur Ej. Soit BV 'espace orthogonal & E? dans EY.

Soit Q(Y,Q(X,€x)|y) l'espace vectoriel des sections C*® de A(T*VY)
®QX, €| x) sur Y. Donc Q(Y, Q(X, | x)|y) est I'espace vectoriel des sections C*
de 73 (A(T*ODY)) @ A(T*OD X) ® € sur Z. Par lidentification (4.9), on a une
identification d’espaces vectoriels

Soit V|yX€1X) 1a restriction de la connexion VX 41X) sur Q(X, € x) a Y.

Sous l'identification (5.5), V|YQ(X’§|X)” agit naturellement sur (Z,§|z). De
meéme 0% et DX agissent sur Q(Z,£| ). Désormais, on pose

(5.6) 51 = |, 21"

Soit 0X* I'adjoint formel de 0 relativement & ( )oo.
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DEFINITION 5.5. — Pour tout T € [1,400], on pose
07 = Bro*B;', 07* = B;'0%*Br,
(5.7) oy = Bro" B;', 0f* = B;'0%* Br,
Df =07 +07%, Dif =07 +07".
DEFINITION 5.6. — Pour a € Y, T € [1,4+00], soit prq la projection ortho-
gonale de E, sur ker D%(a associée au produit hermitien ( )|g,. On pose
1 1— ’
pT,a - pTaU«'
Soit E 'espace vectoriel des sections C* de ker DX sur Y. Pour T' € [1, +00],

soit Ey 1 lespace vectoriel des sections C* de ker D¥ sur Y, et soit qr :
L o — Ej 7 application linéaire

(5.8) s € By oo — qrs = prBrs € Fy 7.
Soit g7 'adjoint de gr. On pose
(5.9) re = (¢har)'?,  Jr=aqrry’.

Alors Jr : Ey o — Eq, 1 est un isométrie linéaire.
Dans la suite, si St (avec T € [1, +00]) est une famille d’opérateurs différen-
tiels, on écrit que, quand T — +o0,

ST = Seo —l—O(%) avec f €7,

si pour tout entier k € N, il existe C' > 0 tel que pour T" > 1, les normes des
coefficients de ST — S, et de leurs dérivées d’ordre < k sont dominées par cT .

b) L’asymptotique de la superconnexion Ar quand T tend vers
P’infini.
Pour U € TrZ, on note c¢(U) P'action de I'algebre de Clifford sur A(T*(*1)7)
associée & (TZ,m;g™Y @ gTX). Alors pour
U=UT"2 y UTX ¢ TxZ,
avec UT"Z ¢ THZ et UT™X € TR X, on a
(5.10) C 14+ i 71/2UTHZ +TUTX Ot = (UTHZ) + (UTX)
. TCT T2 T =C c .
Soit g, une base de TS ; soient e;, w; des bases orthonormées de (T X, g

et (TX,g"X); soient fr, 0y des bases orthonormées de (TrY, g7*¥ ) et (T'Y, g7Y);
soient g%, e, w’, £, 0° les bases duales associées. Soient enfin

ho\—1/2 ho\—1/2
(5.11) for= (1 + ﬁ) flh er = (1 + ﬁ) 071
Alors Tey, for (vesp. Tw;,0¢r) est une base orthonormée de (TrZ, g%mz)
(resp. (T'Z,977)).

TRX)
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On rappelle que VEZ VIX yTY V¢ sont les connexions holomorphes
hermitiennes sur

(TZ,977), (TX,g"™), (TY,g""), (&n%).

Soit VAT VX) gATT"IY) Jog connexions sur A(T*OVDX), A(T*ODY) in-
duites par VIX, VY. Soient R%Z, RTX RTY, RA(T*(OJ)X),LE les courbures
associées 4 VIZ vIX yTY, VA(T*(O’I)X), Ve,

. * * .
Soit VM1 TY = 7xVTY : alors OVTZ = VMTY ¢ VTX est une connexion sur

TZ ~7TY ® TX.

Soient V;(T*(U’l)z), OFAT™ Y 2) 1o connexions induites par VEZ O0YTZ gur
A(T*O1) 7). Soient V?(T*(O’l)zmg, OAT™ " 2)®E Jog connexions sur A(T*0D Z)
® £ induites par V?(T*(O’l)z),OVA(T*(OJ)Z), V¢ définies en (2.1).

Pour T > 0, on définit la connexion vg(z,g‘z) sur Q(Z,§|z) comme en (2.3)

correspondant & g%Z, h&. En effet, si s est une section C> de Q(Z, §z), U € TrS,
on pose

A(T*(o,1)z)®§s
T,UH . :

(5.12) Vogids — v

De méme, on définit une connexion °V¥%£12) sur Q(Z, §z) par la formule : si
s est une section C*° de Q(Z,§)z), U € TrS,

UZ.8 z) AT*OD )
(5.13) Vs =0 s

Comme dans [BerB, § 5], on préfere considérer les opérateurs sur A(TgS)®Ey
dans le cadre d’'une métrique fixée. On va conjuguer la superconnexion B3, 1
définie au paragraphe 4 a).

DEeFINITION 5.7. — Pour T > 1, soient
(5.14) Ayr = CrBs 2 rCr', Ap=Air.
Comme N3 ,2 p est invariant par la conjugaison, on a

o Trg [N37u27T eXp(—Bg,UZ,T)} = Tr, [N37u2,T eXp(—AiT)] ,

(5.15)
¢ Try [Ms 2 1 exp(—B3 2 )] = @ Try [CrMs u2 7C7t exp(— A2 7).
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Soit Ag) (resp. A(T>O)) la partie de Ap de degré 0 (resp. > 0) dans A(T§S).
D’apres [BerB, prop. 5.9], (2.7) et (5.14), on a

AP = TDF + DY,
(5'16) (>0) QZ.&2) 1 -1
AT = CT (VT - 2—\/§CT(T3,T))CT .

Soit B la superconnexion sur Ejy

5.17 B="vU%&2) L pH _ (1),
(5.17) 2\/—0( 2)
THEOREME 5.8. — Quand T — 400, on a :
1
_ X
(518) Ar =TD +B+O(—T)

Preuve. — i) D’apres (5.2), on a
(5.19) Br = 1+0(T2)
Par (5.7) et (5.19), on a
1 1
(5.20) D%’:Do’i—i—O(ﬁ), D%:DX—i-O(ﬁ).

ii) En utilisant la proposition 1.2, (1.35) et (5.10), pour U € TgS, on a :

(5.21) CrVe 87 ont = provAIl " Ase g
’ 3T
(T2 4 W)V R B b r) g8 N,
1

+ T <A(U§IT)9¢,T, wj>gTX 7N 'L'Ej
T4 A U ), M,

ngg*(o RIAYS + O(l)

T
iii) D’apres la proposition 1.2, le théoreme 1.6 et (5.10), on a :
(5.22) Crer(T3r)Cr' = Z z <T3,T(953 T géqg T)s T€i> nga A g% Acle;)
+Z T3T 9a3T7953T) feT> ng /\Qﬁ/\c(fe 1)

72 T3009g30059ﬂ300> f“> Tyg /\gﬂ/\c(fel)JrO(?).
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D’apres (1.20) et (5.22), on a

_ o 1
(5:23) Crer(Tyr)Cr' =3 $(Talglly, glla). o) o 9 ng" Nl ) +O( 7 ).

En utilisant (5.19)—(5.23), on a (5.18).
On a bien terminé la preuve du théoreme 5.8. |[]

THEOREME 5.9. — Pour tout T € [1,4o00[, lopérateur JT_lpTATpTJT est une
superconnexion sur Ey .. Quand T — 400, on a :

1
—1 _
(524) JT pTATpTJT == 3271 + O(—T)

Preuve. — Soit V#+& la connexion holomorphe hermitienne sur
(R*my.&, hEm+8). Soit VUX61x) la connexion sur Q(X, § x) comme en (2.3) cor-
respondant & g7X, hé. Alors par [BK&, th. 3.5], on a :

(5.25) VHmS = p VAL
En utilisant [BerB, (5.34)], (5.17) et (5.25), on a :
(5.26) DooBPoc = Ba 1.

Par [BerB, (5.47)], on a :

1

(5.27) P = P + O(77)-
En utilisant le théoreme 5.8, (5.9) et (5.26), on a (5.24). [

c) La structure de I'opérateur A3 quand T tend vers ’infini.

Dans la suite, on pose

(5.28) P=Do, P-=Dpi

Maintenant, on va considérer A% comme un opérateur de A(TyS) ® Ey dans
A(TES) ® Ey. On pose

(529)  Er=pA}p, Fr=pAipt, Gr=p-Alp, Hr=p-Ajp .

Alors on écrit A% sous forme matricielle correspondant au scindage EJ =
L
EY @ E)

(5.30) A2 = (ET Fr )
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THEOREME 5.10.— II existe des opérateurs E, F, G, H tels que, pour T — +o0,

1

531) {ETE+O(?), Fr=TF +O(1),
Gr =TG +0(1), Hr =T*H + O(T).

Soit

(5.32) Qe = [D¥, B].

Alors Qoo (E?) C EVF, et

AT OV 7) ¢

1 «(0,1)
(5:33) Qoo = 5 > clen)e(fED (RN 4 L (e, £14) = OV e, g ]

%(0,1) AT*OD 2 @€
Z ez RAT X)+L§)(elvga3oo) OVTl(el,gadoo) ]

On a aussi

(5.34) E=pB%, F=pQup~, G=p Qup, H=p-D¥2pt.
Preuve. — D’apres le théoreme 5.8, on a

(5.35) E = pB?p.

D’apres le théoreme 5.8, on sait aussi que le coefficient de T (resp. T?) dans
I'asymptotique de A2 quand T — +oc est [DX, B] (resp. DX:2).
D’aprés [BerB, (5.65) (5.66)], on a

oV AT*(O RT3
- T |

%(0,1)
(536) { DI = —e(f2)°Vyi W,

\f

[pX.pt) = 2 Zc<ei>c<fe>[<RA<T*‘°’”X> + L) (ex, £21)

0 A(T*(O,I)Z)®£
Ti (e f1) }

En utilisant (5.13), (5.36), on peut calculer comme dans [BerB, (5.66)],
(5.37) [D¥, OVQ(Z’g'Z)}

(0,1 A(T*OD Z) ¢
= 5 Teleds (BN 4+ L glly ) = O J

T (euga 3, oc)

Par (5.32), (5.36) et (5.37), on a (5.33).
Par (5.32), on a aussi

(538) PQoop = 0.

On a montré le théoréme 5.10. []
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d) Le spectre de A2 ;.

Comme on suppose que S est compacte, toutes les estimations qui suivent
seront uniformes en s € S. Si C' est un opérateur, on note Sp(C) le spectre de C.
Soit

QZ, cr (T 2 __
(5.39) Rz =Cr(Vy 97 - 72(\/35 Ner

2zglz)  er(T3r)\ Am1 4(0)
+ulCr (V7 R )Cr A ]
Alors
(5.40) A2 ;= w2 AP+ Ry .

Par [B1, th. 2.5], R, 1 est la somme de formes de degré strictement positif dans
A(T§S), a valeur dans les opérateurs différentiels d’ordre 1 le long de la fibre Z.

Les opérateurs AiT et AgJ )2 sont des opérateurs non bornés agissant sur
A(TS) ® Ep, dont le domaine est A(T5S) ® EZ.

THEOREME 5.11. — Il existe ¢; > 0,1y > 1 tels que, pour tout T > Ty,
(5.41) Sp(AVA NN eR:, A< e} {0}

Preuve. — En utilisant (3.4), [BerB, §6 (d)], on a (5.41). []
D’aprés [B4, prop.9.2], on a :
ProposrTiOoN 5.12. — Pour tout u > 0,7 > 0,
(5.42) Sp(A7,7) = Sp(u*A7?).
Soit IV = § U A le contour suivant dans C :

A

Par le théoreme 5.11 et la proposition 5.12, il est clair que pour u > 1 et T' > Tp,
on a

1 exp(—u?)\) 1 exp(—A)
2 PN 4 [ SN g
exp( UVT) 2mi o A — u*QAi,T - 21 Js A — Ai,T ,
(5.43)
1 exp(—u?))
exp(—u?A%) = o / T\ A2 da.
/ T
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e) Deux résultats intermédiaires.

Dans la suite, ug est une constante positive fixée.
Pour u > 0, soit ¥, : A(TgS) — A(TgS) application

(5.44) ac AMTES) — u~ 8% € A(T3S).

Alors 1, agit comme 1, ® 1 sur A(TS) ® Fp.
ProrosiTiON 5.13. — Pouru >0 etT >0, on a:

Au,T = uquTwJIa BQ,uQ = U¢u32,1¢51,
(5.45) Nsw2r =UuNs1rby ', Naye =y Nogoy
My 2 p = YuMs 1 i, "

Preuve. — C’est évident. |]

ProposiTioN 5.14. — Pour u > 0,7 > 0, on a :

Tr, [CrMs 2 7CF ' eXP(*Ai,Tﬂ
=y Tty [CrMs 1 7CF " exp(—u?A7)],
1 exp(—u?))

T [Ny rse [ 22l
o |t T o0 A A—uT2AL L

(5.46)

1 exp(—u?\)
T [Ny [ SR 4]
Y Tr 3’1’T27TZ/A A — AZ

et pour u > 0, on a :

1 exp(—u?)\)
A7) Try [Ny — [ SR gy
(547) Tr [ 2 o /A /\—U*QB;U2 }

1 exp(—u?)\)
Yo Tr [ 219 /A A— B%,l }

Preuve. — C’est une conséquence directe de la proposition 5.13. []
THEOREME 5.15.— Il existe 6 € ]0,1] et C > 0 tels que, pour u > ug et T > T,
1 exp(—u?))

5.48 ’TS [N — 7@}
(5.48) o | LT o0 A A—AZ

1 exp(—u?)) C
- [Naag— [ SRS < o
R R /A A= B2, =70
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1l eziste ¢ > 0 et C > 0 tels que, pour u > uy et T > T,

1 exp(—u?)\) 5
4 ‘m Nyip— [ SEPZWA ‘ < _Cu?).
(5.49) [ 81T 5 A AT d)\} < cexp(—Cu®)

THEOREME 5.16. — Il existe 6 € ]0,1] et ¢ > 0 tels que, pour u > ug, T > Ty,

1 exp(—A\)
50 [ [Ny o [ CPEN ]
(5.50) ’ T 3, 2’T2WZ/5A—A3,T
1 exp(—A) C
fTS[Nu—, 7d/\H<—~
e ya—B2, =T
1l existe C > 0 tel que, pour u > ug, T > Tp,
1 exp(—A) C
5.51 ‘TsNuz — 7d)\‘§—-
( ) 8 [ 3 ’T27m/5)\A12L’T } U

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve des théoremes 5.15 et 5.16.

REMARQUE 5.17. — Comme dans [B4, rem.9.7], les équations (4.11), et le
théoreme 4.6 peuvent étre déduits des théoremes 5.15 et 5.16.

f) Propriétés de régularité de la résolvante de AZ.

Soit €1, -+, €an, (resp. f1, -, fam,) une base orthonormée locale C* de Tr X
(resp. TrY). Pour s,s’ € Ey, on pose :

(5.52) Islo = lIsllmg, (5,5 )0 = (s,5") mo-
DeFINITION 5.18. — Pour T > 1 et s € Ey, on pose :

ATV 2)®
(5:53) sl = lprs +T*pgsly + Y Vi 7%
ARG

*(0,1) 2
+ 17 Z ‘OVé\i(T Z)®5p%s o
i

‘2
1o

Alors (5.53) définit une norme sur Eg, et (Eg,| |1.1) se plonge continfiment
dans (EQ,| |o). On identifie EJ & son antidual par ( )o. Alors on peut identifier
E;' alantidual de EJ. Soit | |7, la norme sur E; ' associée a | |7,1. Alors on
a les inclusions continues denses suivantes dont les normes sont inférieures a 1,

(5.54) E} — EJ — E;'.
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Soit gT% une métrique sur T'S. Alors la définition de |s|o, |s|7,1 se prolonge
naturellement & A(TRS) ® Ey. Soit

(5.55) Rr=Rir= [A(T>0),Ag))] + A2,

THEOREME 5.19. — I existe C1,C5,C3 > 0,Ty > 0 tels que, pour T > T,
s, 8" € A(TgS) ® Ey,

|ADs|2 > Culsf3, — Calsl2,
(5.56) (A s, AD s')o| < Csls|rals’ |71,
|(RTS,S/>0‘ < Cs(|s|7,118"|o + |slo]s’|T,1)-

Preuve. — D’apres la preuve de [BerB, th. 5.19], il existe C' > 0, Ty > 0 tels
que, pour T' > Tpy, s € Ellj%,

2
(5.57) AP s[> Cllsl5s +T(1DF s + [s[3)].

En utilisant [BerB, th. 5.17, et 5.18], (5.53), on a la premiére inégalité de (5.56).
La deuxieéme inégalité de (5.56) est triviale.

Par (5.16), pour s,s' € A(TS) ® Ep, on a

(5.58) |(Rrs,s')o
< c(|slrals’lo + Islols’|r1) + [([AS Y, AD prs, prs)ol.

Mais

(5.59) (AT, AP prs, prs')o| = [((DE, AS Vlprs, prs'l
< c|s|r118"[o-

D’apres (5.58), (5.59), on a la troisieme inégalité de (5.56). On a bien terminé
la, preuve du théoreme. []

Comme S est compacte, il existe Uy, -+, U, (resp. U{,---,U,,) une famille

de sections C*° de TrY (resp. TrX) telle que, pour tout y € V, (resp. x € W),
Ui(y), -, Un(y) (vesp. Ui(z),---,U,, (x)) engendrent (TRY), (resp. (TrX)z).
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DeFINITION 5.20. — Pour T > 0, soit Dr la famille d’opérateurs agissant
sur Ey
AT*OD )¢ A(T*OD 2)®¢
(5.60) Dr = {pTOVUfgl ) T, P%OVUEI{l ) T

A(T*(O,l) Z)®f
pJT'OVUi' pJT'}

THEOREME 5.21. — Pour tout k € N, il existe C, > 0 tel que, pour T > 1,
Q1,...,Qr € Dy et 5,8 € A(TgS)® Ey, on a:

(561) ’<[Q1) [QQ; o [Qka Ag“]a o ]]Sa Sl)O’ < CklslT,1| . |S/|T,1-

Preuve. — Comme

A(T*(O,I)Z)®£

AT*OD Z2)0¢ AT ON 7)€
Y o1, "V pr, pr°Vi

H
Ul,l

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X, (avec b € V) ont des
noyaux C* uniformément bornés pour z,z’ € X, b € V et T > 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.17], on obtient le théoreme. []

Soit
1

(5.62) Fu(4}) = 5o

/ e WA\ — AZ) LA
A

Soient P, r(x,2'), Fy,(A%)(z,2") (avec z,2" € Z;) les noyaux C> des opérateurs
exp(—u?A2) et F,(AZ%) relativement & dvyz(2')/(2m)4m 2,
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g) La borne uniforme des noyaux de exp(—u?A42) et F,(A%).
THEOREME 5.22.

(i) Pourm € N et 0 < uy < ug fizés, il existe C > 0 tel que, pour x,z’ € Zs,
u € [Ul,’dg], T Z TO)

Plal+lo]
(5.63) sup |=———— P, r(z,2")| <C.

/. !’
lal,la’|<m | Oz 0z

(ii) Pour m € N, il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que, pour x,2’ € Zs, u > uy,

flal+la’|

(5.64) ‘ |Tu'1\)< WFu(AQT)(z,:E’) < cexp(—C'u?).

Preuve. — En utilisant les théoremes 5.19 et 5.21, comme

A(T*(O,I)Z)®E A(T*(O,I)Z)®§ A(T*(O,I)Z)®E
I:OVU;II apT}v OVUZ{ pr, pTOVUZ{

sont des opérateurs dont les restrictions aux fibres X; (avec b € V) ont des
noyaux C* uniformément bornées pour z,z’ € X, b€ V, T > 1, en procédant
comme dans la preuve de [B4, th. 9.20], on a le théoreme 5.22. []

h) L’asymptotique de ’opérateur F,,(A%) quand T tend vers l’infini.

DEFINITION 5.23. — Soit = lopérateur différentiel d’ordre 2 agissant sur
A(TES) ® En,
(5.65) E=p(E—-FH'G)p.

THEOREME 5.24. — On a Uidentité
(5.66) B3, =E.

Preuve. — D’apres (5.26), (5.32) et (5.34), on a (5.66). |[]
Pour A € L(E§, EQ), on note ||A||®° la norme de A relativement a | |o.
THEOREME 5.25.

(i) Pour0 < uy < ug fixés, il existe C' > 0 tel que, pour u € [uy,us], T > Ty,

_ 0,0 c
(5.67) H exp(—u?A2) — ppJr exp(fUQBS,l)JT 1pTH < o
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(i) Il existe ¢ > 0,C > 0 tels que, pour u > ug, T > Ty,

- 0,0 c
(5.68) HFu(A2T) _pTJTFu(Bg,l)JT 1PTH < Ti/4 exp(—Cu®).

Preuve. — En utilisant les théoremes 5.10 et 5.24, en procédant comme dans
la preuve de [BL, th. 13.42], on a le théoréme 5.25. []

i) Preuves du théoréme 5.15 et de (4.12).
Par (4.1), (4.3) et (5.10) (on peut aussi se référer au §7), pour u > 0 fixé,
on a

1 2 : C
(5.69) CrMs 2 7CF" — ?(NX —dimX)| < 5
En utilisant (5.15), la proposition 5.14, les théorémes 5.22 et 5.25, et en
procédant comme en [BL, §11 (p) et §13 (q)], on a le théoreme 5.15 et (4.12). [

j) Preuve du théoréme 5.16.
DEFINITION 5.26. — Pour a € C*, b,c € C et T > 1, on pose

7i (0),2 Qz&|z) b 2
(5.70) Ganer = —5 Ay +CT(VT S ﬁucT(TgﬁT)) on

Q(Z, cr (T
+’U/|:CT(CVT( 42 _ 725/532)

Ces opérateurs sont les analogues des opérateurs définis dans [B4, (9.151)].
En procédant comme en [B4, §9 (m)], on a aussi des résultats analogues &
[B4, th. 9.29 et 9.30] pour Vopérateur G, p.c 7.

Evidemment

(571) Ain :gl/u,l/u,u,T'

En procédant comme en [B4, §9 (m) et (n)], on a le théoreme 5.16. []

Jort, A9,

6. Preuve de la proposition 4.7

On utilise les mémes notations qu’aux §§4b) et 5a). On suppose aussi que £
vérifie I'hypothese (3.4).

On rappelle que h € End(T*H Z) est défini & la définition 1.8.

Pour o, o’ € By = H(Z,§z) = H*(Z,& ), on a :

1
= W/Z<a,al>h5d’uydv)(,

1
(a,a’) H(Z&2) = 7o \dimZ
hT (27'(') im

<0¢,O/>hE2

(6.1) h

T’2dimX/ det (1 + —2) (o, &Y e dvy dux.
7 T
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Soit Al = T2dimxh;1(z’€‘Z) la métrique sur H(Z,&z). Alors par (6.1), on
sait que

1
(6.2) 1= hP 4 O(ﬁ).
En utilisant (6.1), on a
H(Z.87) 2 1
(6.3) vaBaz) _ B o(ﬁ).
Par [BKG, (3.31)], on a

H(Z.£ 7) 4, 0 2dim X

(6.4) Qr 7 = (k) 18—Th’T+ —

En utilisant (6.3) et (6.4), on peut donc poser
(6.5)  H(H(Z,§z), h™, n1#552))

+oo
H(Z:¢ H(Z)£ 7),2
:/ {(pTrs [QT( ‘Z)exp(—VT( 1z) )}
1

2(Nx —dim X) Fs2
20 —dmX) o gma)]Yar,

D’apres [BGS1, cor. 1.30 et rem. 1.31], (6.2), (6.5), on a dans PS /P50
(6.6)  H(H(Z,&2),hP W1 Z42)) = —ch(Ey, H(Z, € ), hP2, W1 (Z€2)),
Par (6.5) et (6.6), on a bien terminé la preuve de la proposition 4.7. []

+ ¢ Trg [

7. Preuve du théoréme 4.8

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme 4.8, relatif & ’asymptotique
quand € — 0, de certaines supertraces ou apparait I'opérateur Bs .2 7/.. Ce pa-
ragraphe est une extension de [BerB, § 7], dans laquelle le théoréme 4.8 est établi
quand S est un point.

En remplagant le théoreme d’indice local par le théoreme d’indice local relatif,
on applique les techniques de [BerB, §7], & notre situation.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on remplace 1’opé-
rateur Bj .2 7/, par un opérateur conjugué Lg,e,T et on établit un formule de
Lichnerowicz pour Lgﬁ .r- Dans b), on fait un changement de coordonnées locales
sur Yy, et un changement d’échelle [Ge] sur lalgebre de Clifford [BeGeV].
Dans c), on calcule Pasymptotique des opérateurs L3 5 et M3 _p quand e
tend vers zéro. Dans d), on conjugue 'opérateur L§,07T pour faire apparaitre
la superconnexion de Levi-Civita. Dans e), on montre le théoreme 4.8.

On utilise les mémes notations qu’aux paragraphes 1b), 4, 5a) et 5b).

a) Une formule de Lichnerowicz.

Dans cette partie, on va utiliser souvent les notations du § 5 b).
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On rappelle qu’on note ¢;, fr, 0 des bases orthonormées de (T X, g72%), (TRY,
g=Y), (TY, g™Y), et quon note €, f7, 6% les bases duales associées. Soit g, une
base de TrS'; soit g la base duale associée de TS

On va utiliser la notation suivante : soit C' une section C® de TEX®
End(A(T*®VX) ® £); alors

(71) (VQ(T*(U,I)X)®£ + C(ei))Q _ Z(vé\i(T*(O,l)X)(@f + C(el))2

K2

. vA(T*((J,UX)@E _ C(Ein;Xei).

Zivg_xei
On pose
1/T\Nx TN\ —Nx
Mer=2(3) Maoai(T)
(7.2)
T\ Nx TN\ —Nx
Lg,E,T = (E) Bg,az,T/a(;) .
Alors on a :
1
(7.3) Tr, |:EM37E2,T/8 exp(fB;EzyT/E)} = Tr, [MgﬁgyT exp(ngysﬁT)].

En utilisant [BerB, (7.5) et (7.36)], (4.1), (4.3), (5.10) et (7.2), on a

[
(74> M??,E,T = ﬁww(ggB,T/svgg&T/E)QQ A gﬁ

V2i _ N 2ie _ N
+ Fww(gf,gj/g, ei)gc(es) + Tz (gl s 1jes oy 9% erye(feryse)
2 . 2¢2 g2 \~1- . 0
+ = (Nx —dim X) - F<h(1 + ﬁh) 95,9m>gw2gm NG
Soit
(7.5) LS =L¢+ L wRjZ.

En utilisant le théoreme 1.4, on sait que, quand 7' — +o0, on a :

1
(7.6) T REZ = Te RTX + Tr RTY + O(ﬁ).

“(0,1)
Soit Klz/E la courbure scalaire de (T'Z,§7% + L7ig™ ). Soit ’V?(T Haee ),

connexion sur A(T*OVZ) @ ¢ :

(7.7> IV;X—'(T*(U,I)Z)®§ _ TNX V%(T*(O,l) Z)®£T—NX .
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Pour simplifier, dans 1’équation suivante, on identifie g, f¢ aux relevements
953 /e fe,r/e- En utilisant la formule de Lichnerowicz [B1, th. 3.6], on a

(7.8)  Lser=—5V1jee
T o
Vo (Ss1/e(€i)ess o)) clei)g

T2 {/ AT )¢

+ ﬁ <SB,T/6(€i)f€a goz>T/ECT/s(f€)ga

1 2
+ 2—&_2<S3,T/6(€i>gavgg>T/Ega A gﬂ}
g2 PO AT O 2yge
B 5{ T/e,fe
1
4

V2e (Sa2/2(fe) fm: L‘7°V>T/ECT/<e(fe)9CY
T
+ m@&we(ﬁ)ei, 9a)gy.clei)g”

+ %(Sg,we(fe)ga, 98) 7.9 N gﬁ}Q
+ %QK%/E + %ga AP A L’§7T/E(ga,ga>

+ EZQCT/E(fé)CT/a(fm>L/§,T/€(fl’ fm)

+ TIQC(@i)C(ej)ng,T/s(ei’ )

+ %C(ei)cT/s(fZ)ng,T/e(ei; fe)
50" Nl 7 om )
+ %ga N ezye(fo) LS 1o (gas 1)
On rappelle que, pour s € S, on note dvz, dvx, dvy les formes de volume sur

Z,X,Y associées aux métriques 77g7Y @ g’ X, ¢T X, g7 sw TZ = m{TY ®TX,
TX,TY.

Soit Py o .r(x,2’)(x, 2" € Z,) le noyau C> de opérateur exp(—L3 _ ;) relati-

d /
vement a (2:_;%. Pour a € Y;, on pose
dvx (x
19 g = [ oo M Por(e) o
X, (2m)dim
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Par (7.3), on a:

1 dvy
(7.10) o Tr, [EMg,EaT/E exp(~ B3 2 1/.) | = /Y 9T rydimy

Pour démontrer le théoreme 4.8, on va calculer la limite de g. 7 quand € tend
vers zéro.

b) Le changement d’échelle sur 1’algébre de Clifford.

Grace a la propriété de vitesse finie de propagation, on sait que le calcul
de la limite de g. 7, pour ¢ — 0, est local sur Yy, (so € S). Par conséquent,
pour by € Ys,, on peut remplacer Y, par (TY )y, = C™ (mg = dimYs), avec
0 € (TY ), representé par by.

On rappelle que Sy, Sz, Ssr sont les tenseurs définis au §1la) asso-
ciés a (m, @V, W, V), (m2,w",V,9), (m3,wd’ W, S), et que Papplication 1, :
A(TES) — A(T§S) est définie en (5.44).

Soit Vw%‘A(ﬂi"S)@A(T*(o,ny) la connexion sur T3 A(TES) ® A(T*(O’l)Y> le long
de la fibre Y qui est induite par VAT @YY,

DEFINITION 7.1. — Soit ’V@A(T‘;SWA(T*(O'UY) la connexion le long de la
fibre Y sur w5 A(TgS) @ A(T*ODY)

A(TES) @ A(T*ODY) TEA(TES) @ A(T*ODY)

+ %<S2( ’ )fmag£2>\/§c(fm>ga
+ 3(S2( )95, 9f2)g% N g”.

(7.11) V™ -V

Soit V® la connexion sur
TATES) AT OV Z) @ ¢
~ 71 (mA(TES) © AT OVY NS (AT OV X) @ €)
le long de la fibre Z
(7.12) VO — p/yATES) BATTOVY) oy L g gAY X)0E

Pour y € C™°, soit Y = y + 7. On releve la trajectoire t € R} — tY
horizontalement en la trajectoire t € R} — x; € Z; avec zy € Xyy et da/dt €
THZ. Pour zy € Xo, on identifie TX,, et (miA(TES) @ A(T*OVZ) @ €),, &

TX,, et (mA(TES)@AMTOVY)), & (MT*OVX)0¢),
par transport parallele le long de la courbe t — x; € Z, relativement 3 VX et
e VEPT.
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L’opérateur L _ ;- agit sur I'espace vectoriel Hy, des sections C> de (w5 A(Tg.S)
B AT ODY))p, & (AT OV X) @ €) x,, sur R¥™ x X,

Pour s € Hy,, on pose
Y
(7.13) { (F.s)(Y,x) = s(z,x) pour (Y,z) € R*™ x X,

2 _ —-170
LB,E,T - Fs LS,E,TFE'

Soit O, l'ensemble des opérateurs différentiels agissant sur les sections C*°
de (MT*OVX) ® €))|x,, sur R¥™ x Xp,. Soit ¢(TrY) lalgébre de Clifford
de (TrY, g™®Y). Alors on a

(7.14) L3 .1 € myA(TES) @ c(TRY )y, @ Op.
DEeFINITION 7.2. — Pour € > 0, on pose

V2

9

3

(7.15) C(fe) = — " A _ﬁife'

Soient L§ et M3 _p € (73 (ATES) (X\)c(TRY))b
en remplacant c(f¢) par é-(fe) dans L;&T et Mg?,g,T-

Soit dvry|, la forme de volume de (TrYp,, g7 Yoo ) ~ R*™0,

Soit P3_,((Y,x),(Y',2")) ((Y,z),(Y',2') € R*™ xXj ) le noyau C> de
l’opératem," 7eXp(—L§1€7T) relativement & do(Y')ryy,, dv(:z:')TXleo/(Qﬂ')dimZ.

) @Op les opérateurs obtenus

Alors pour x € Xy, il existe

R 9((0,2), (0, 7)) € A(TS) @ End (AT VX)) ® )ix,,
tels que M3 _ . P5_ 1((0,2),(0,x)) peut s'écrire sous la formule suivante :
(7.16) M3 . pPs.((0,2),(0,2))

i ; . LB ileenipyd e

= > FUN AN Nigy gy @ RO
1<y <+ <ip<2mg
1<j1 < <jg<2mo

On pose
(7.17) (M5 P ((0,2), (0,2))] ™™ = RO ((0,2), (0, 2)).
D’aprés [ABoP, p. 484] et [Ge], on sait que
(718) T, [M2, 2 Pyerr((0,2), (0,2))]
= (=)o T, [[M3 . r i 7((0,2), (0,2))] ™).
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9 s A 3 3
c) L’asymptotique des opérateurs L37€7T et M37€7T
zéro.

En utilisant (1.8), (7.4) et (7.15), on sait que, quand € — 0

quand € tend vers

(7.19) M??,E,T I M33,0,T

= Z(Nx —dm X) + 758" (gl o, )" A I
+ %5W(953,w953,00)9“ NngP - %Ul% Om)grv 0° N O™,
Par [BerB, (7.27)] et (7.19), on a
(7.20) M3 o= %(NX — dim X) + %@{fﬁ = %(ﬁl,w — dim X).

Soit T'm2AMTx S) AT OVY) la forme de connexion sur C™° de
s A(TES) & A(T* DY)

* .oy D #(0,1)
relativement & 'V EATES) B ATTODY) o long de la courbe t — tY (Y € R?™),
Alors par [ABoP, prop. 3.7], pour Y € R*", on a
* * Q) o *(0,1)
(7.21) THATHBAT O

ok *a\ o %(0,1)
= LrgmMIED M2y L oY),
Soit PTY la projection de TV = TV & TY sur TY.

Pour X € TpZ, on note X190 X (1) Jes composantes de X dans TZ, TZ.
Soit

(7.22) LS = L + 1 T[RTY).

Soit KX la courbure scalaire de la fibre (X,g7¥). Pour U € TRY, soit Vi
lopérateur différentiel ordinaire dans la direction U.

En utilisant [B4, th. 11.8 et (11.61)], le théoreme 1.7, (1.35), (7.6), (7.21) et
(7.22), quand € — 0, on a :
(7.23) Lg,a,T - Lg,o T
1
2

TOME 127 — 1999 — ~° 4



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 587

T2 «(0,1) 1
f?{VQ(T X)®£+T\/_< (ea) fih, e5).f* Aele;)

QZ COGHE (f, fu) fEA f™

€<m

+ —<S1 (ei)eja gi{,?),oo>c(ej)g

V2

1
+ o2 272 <Sl(€z)9a 3 oo?gﬁ 3 oo>g ANg

(a3

B

1
T2 [<S1(ez)f€ 1vga 3, oo>

2
+2Lez<hlga300’f€1> Ty}fé/\g }

T? 1,
+ ?KX + 59 A gP /\L’f(gé{&w,gé{s,m)

1 m
+ o AT AL )
2

T
+ eleelep) L (e e) + 51" Aele) L' (i e

T, 1§ H a 4 1§ H H
+ Eg A c(ei)L 1(9&,3,ooaei) +g A f AL 1(ga,3,ooa fé,l)'

d) La superconnexion de Levi-Civita.

On rappelle que B;, est la superconnexion de Levi-Civita associée a
(w1, 0", h®), qui a été définie & la définition 2.3. On pose :

(7.24) & = LiofM (fy, fo) £ N = S gl o FE ) mr gy £ A g

En utilisant [BerB, (7.33)], (7.23) et en procédant comme dans [BerB, § 7(c)],
ona:
7L:}’HITI 3 L'(;HITI
(7.25) e 72% Lz, per?
= —3(Vy+ 3(R™Y, fg)ngOy) + 3 Te[R™] + B} pe.

e) Preuve du théoréme 4.8.

En utilisant (7.10), (7.18), (7.19), (7.23) et (7.25), la preuve du théoréeme 4.8
est la méme que dans [BerB, §7 (d)]. []
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8. Preuves des théorémes 4.9 et 4.10

Le but de ce paragraphe est d’établir les théoremes 4.9 et 4.10.

Ce paragraphe est organisé de la facon suivante. Dans a), on énonce le
théoreme 8.1, dont on peut déduire le théoreme 4.10. Les parties b), ¢) sont
consacrées a la preuve du théoréme 8.1. Dans b), en utilisant la propriété de
vitesse finie de propagation, on montre que la preuve du théoreme 8.1 est locale
sur la fibre Y;. Dans ¢), en utilisant le théoréeme d’indice local relatif, on montre
le théoreme 8.1 et la premiere partie du théoréme 4.9. Dans d), on montre la
deuxieme partie du théoreme 4.9.

On fait les mémes hypotheses et on utilise les mémes notations qu’aux
paragraphes 1 b), 5 et 7.

a) Reformulation du théoréme 4.10.
On rappelle que po(T) est la forme sur S définie au théoreme 4.9.
THEOREME 8.1. — Il existe C > 0 tel que, pour tout u € 10,1] et T > 1, on a

(81) ‘QOTI'S [M3,u2/T2,T eXp(7B§1u2/T21T)}

_2 ﬂ Td(TZ TZ)ch(£ hﬁ)
w2 |, 2T 91 ’
9 —Ry” rzy1 9 1z 3 s Cu?
_ < .
+/Zade( 5 o) g lor ))bzoch(f,h ) +edpo(T)| < —

REMARQUE 8.2. — Le théoreme 8.1 implique le théoreme 4.10. En effet, pour
0<e<lete<T<1,onapplique (8.1) pour u = T, et T étant remplacé
par T'/e; alors le terme & droite de (8.1) est dominé par CT?¢/T = CeT < Ce.
On a donc démontré le théoreme 4.10.

b) La preuve du théoréme 8.1 est locale sur Y.

Soit r tel que

r < ing{rayon d’injectivité des fibres (Y5, gTY)}.
se

Soit o € ]0, 17]. Pour b € V, soit BY (b, a) la boule dans Y, de centre b et de
rayon «. Soit f: R — [0, 1] une fonction paire C*, telle que

1 sift| < ia
8.2 t) = 27
8:2) 1) {0 si |t| > a.
On pose :
(8.3) g=1—f.
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DEFINITION 8.3. — Pour u € ]0,1] et a € C, on pose :

+o0
F.(a) = / exp(ita\/i) exp(— %tQ)f(ut) . )

(8.4) = \/di_”
Gy(a) = /_ eXp(ita\/i) eXp(—%tQ)g(ut)\/—Q_ﬂ_-
On a
(8.5) Fu(a) + Gula) = exp(—a?).

Les fonctions F,(a), Gy (a) sont des fonctions holomorphes paires sur C. I existe
donc des fonctions holomorphes F,(a), Gy (a) telles que

(8.6) Fu.(a) = F,(a?), Gy(a) = Gu(d?).
Par (8.5), (8.6), on a :
(8.7) exp(_Bg,uz/Tz,T) = ﬁu/T(Bg,uQ/TQ,T) + éu/T(Bg,uZ/TZ,T)'

ProrosiTioN 8.4. — Il existe ¢,C > 0 tels que, pour tout 0 < u <1 et tout
T>1,

~ T2
(88) ’ T‘rs[MB,UZ/TZ,TGu/T(B;u?/T{T)]‘ < CeXp ( — C?) .

Preuve. — Pour v > 0, on pose

(8.9) Hy(a) = /+°<> exp(itx/ia) exp ( - T)g(t)

— 00

Alors il existe une fonction holomorphe H,(a) telle que H,(a) = H,(a%). Par
(8.6) et (8.9), on a

(8.10) Gola) = f{rv(i).
D’apres (5.2), (5.45) et (8.10), on a

(811) TI‘S [MB,uz/Tz,Téu/T(*B’iuz/T{Tﬂ - "/)u/T TI‘S [CTMgﬁlyTC;lﬁu/T(A%)} .
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Soit A le contour suivant dans C :

Par [B4, (11.21)], pour tout m € N, il existe ¢,, > 0 et C,, > 0 tels que

~ Cm
(8.12) sup |a|™ - |Hy(a)] < Cp eXp(——Q).
a€A v
On a aussi
(813) b2s (AQ)_L/ Md)\
‘ WIET) ™ o o A= A2

En utilisant (5.69), (8.12), (8.13), et en procédant comme dans le § 5 g), on voit
facilement que, pour u € ]0,1] et T > 1,

~ T2
(8.14) | Tr[CrMa 1 rCr Huyr (43)]] < Cexp (= e—3).

De (8.11) et (8.14), on tire la proposition. []

Soit ﬁu/T(Bgyuz/szT).(-T,-T/)(-T,.T/ € Zs) le noyau de ﬁu/T(B;HZ/TZ’T) relati-
vement & dvyz(z')/(27)4™Z. En utilisant (8.4) et la propriété de vitesse finie de
propagation, [CP, §7.8] et [T, §4.4], il est clair que pour 0 <u <1, T > 1 et
x € Zs, Fuyr(B: w2 72,7) (%, ) ne dépend que de la restriction de B3 w2 T2 &
7 ' BY (m1z, ). Par (8.8) et par la discussion ci-dessus, la démonstration de (8.1)
est locale sur Y.

Pour by € Y;,, on peut remplacer Z;, par C™° x X;, comme au §7b), et on
trivialise les fibrés vectoriels comme indiqué au §7b). On va montrer le théo-
reme 8.1 dans cette situation.

c) Preuve du théoréme 8.1.

On rappelle que Ej o est la forme C* sur V' définie en (4.20).

THEOREME 8.5.
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i) Il existe C > 0, et des formes ar; (avec n = dimZ et j > —n), C™
sur S, qui dépendent continiment de T € [1,+00], tels que, pour tout u € 0, 1]
et T € [1,400],

0 o 2
(815) ’gOTI‘S I:M3,u2/T2,T eXp(iBg,uz/Tz,T)} — GTTJUQJ‘ S Cu?

j=—n

ii) Pour j > —n, quand T — 400, on a

(8.16) ar,j = Geo,j + O(%)

iii) De plus

(8.17) mm@::/,TdGUCgTY)
i [71*( —2Td(TX, QTX>Ch(§7 hg)) - SﬁldVEl,o}-

Preuve. — 1) En utilisant (5.45) et (7.2), on a
(8.18) @ Try [Ms 272 1 exp(—Bj 2 72 7)]

1 0
= 'l/)uQOTrs |:?M37%1

1 exp(—uQLgy%ﬁl)} .
On va utiliser les mémes notations du § 7, avec € remplacé par 1/T', et T par 1.
Alors d’apres (7.23), quand T — o0,

(8.19) L3, — L3,

e
Soit P. 1. (resp. P2r,) le noyau C> de lopérateur exp(—u’Lg ) (resp.
exp(—u’L3 _ 7)) relativement & dvry |, dvx,, /(2m)Hm 2,

D’apres (7.19), quand T — +o0,

3
(8.20) M

1
y7F ol

— M3, =2(Ny; — dim X).

En utilisant (8.19), (8.20), et en procédant comme en [BerB, § 8 (¢)], on sait qu’il
existe C' > 0, et des sections ap ; de T3 A(TRS) @i A(TEY) sur Z, qui dépendent
contintiment de T € [1, +00], tels que pour tout w €]0, 1], T € [1,4+00] et € X},

2

(8.21) < cu’.

0
1y Try [Mg,%JP?{ 100, 2), (0,2))] — Z arp ;(x)u®

T

j=—n
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Posons

(8.22) ar; = (=)™ Y /Z (a7 ; ()] ma"(;;’f%-

Comme en (7.20), on a aussi
1
(823) (pTrs TM;J?,%JP%,Lu((Oa :E)a (0,.T)):|

~dim 1 max
= (=)™ T, [{ 205y (P L ((0,2),0,2) .

En utilisant (8.18), (8.21) et (8.23), on en déduit (8.15).

i) Par Pasymptotique du noyau de chaleur [BGS2, th. 2.11], dans (8.21),

ap ;(v)(z € Xp,) sont des fonctions des coefficients de M;%J, Lg,%,p et de ses

dérivées au point (0,2). Comme L3 _; et M5 _, sont C> pour ¢ € [0,1], on a

(8.24) dp ;(x) = dl (@) + o(%).

De (8.22), (8.24), on tire (8.16).

ili) Soit qu2(z,2")(x,2’ € X) le noyau C*> de 'opérateur exp(—BiuZ) relati-
vement & dvx (2')/(27)4™X . En utilisant (7.25), (8.20), et en procédant comme
en [BerB, §7(d)], on a
(8.25) by Try [M3 o, P51, ((0,2),(0,))]

= 2Td(~R™Y )y, Trg [(Ny,2 — dim X)g,2 (2, )]

D’apres [BGS2, th. 2.16], (8.21) et (8.25), on a

d’UX
(8.26) @1(/}( GQ,OW)
= TA(TY,¢"") [r1. (-2 Td (T X, g"¥)ch(¢, h%)) — p1d" E1].

Par (8.22) et (8.26), on a (8.17).
On a bien terminé la preuve du théoreme 8.5. []

Soient

~W
Cama() = [ 5T 2,95 )eh(€, 1),
(8.27) Za T 12 )
_ - _ T TZ\=-1_~ (. TZ 3
CaalT) = [ 7= = = baF?) ™ 5 0 ol )
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ProposITION 8.6.
i) Il existe une forme uo(T), C* sur S, telle que, pour T fixé, quand u — 0,

a du
(8.28) Tr, [uMg%T exp ( — Bg,u,T + dU%Bg,,%T)} = po(T) + O(u).

i) Pour T > 1 fixé, quand v — 0, on a

(8.29) ©Try [Msur GXP(—Bg,u,Tﬂ

205 _1(T)
=75 — (C0(T) +¢d®po(T) + O(u).
Preuve. — 1) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, th. 2.11],

on a (8.28).

ii) En utilisant les mémes arguments que dans [BGS2, th. 2.11], il existe p’ € N,
des formes u; sur S tels que, quand v — 0, on a

k
(830)  @Tr.[Msurexp(—B2,p)] = > phul + 0.
Jj=-p

En procédant comme en [B1, §4], on a

~W
(8.31)  lim o Tr, [uMs 1 exp(—B;3, 1)] = 2/ Y Td(TZ, g%Z)ch (g, hY)
u—0 T T z 27TT3
et donc
. 2
(8.32) p; =0 pour j< -2, pu,= ﬁcg,_l(T).
En utilisant (8.30) et (8.32), on sait que
0
(8.33) po = lim —@Try [uM37u,T exp(—Biu,Tﬂ.

u—0 Qu
De [BKo, th. 3.17 et 3.22], (8.28) et (8.33), on déduit que

(8.34) 1o = —(Cs.0(T) + od® o (T)).

On a bien terminé la preuve de la proposition 8.6. []

Preuve du théoréme 8.1. — D’apres (8.29), on sait que pour T fixé, quand
u—0,on a

(8.35) @ Trs[Ms.2 /721 eXp(_Bg,UZ/TQ,T)}

= 2 s a(T) — (Coo(T) + o o(T)) + O(?).
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En comparant (8.15) et (8.35), on a

0 pour j < —1,
(836) ar.; = 2037_1(T) pourj = —1,

7T(0370(T) + (pdsﬂo(T)) pour j =0.
De (8.15) et (8.36), on tire le théoréme 8.1. []

d) L’asymptotique de po(T) quand T tend vers ’infini.
D’aprés (4.32), (8.17) et (8.36), on a

(8.37) Plim Tpd®po(T) = = lim (aro +TCs30(T))
= / TA(TY, g™ )p1dV By p.
Y

En utilisant [BGS2, prop. 2.10], et en procédant comme aux parties a), b), ¢)
de ce paragraphe, on sait qu’il existe C' > 0, et des formes by ;, C* sur S, qui
dépendent contintiment en T' € [1, +00], tels que, pour u € ]0,1] et T € [1, +o0],

P
(8.38) ’ Tr, [M&UQ yr2mexp (= Bloape g + du (t& BMT) 2 /Tz)}
0

-3 %u%

j=—n

2
U

<C—.

- T

Plus précisément, pour j > —n, quand T — 400, on a

1
(839) bTJ‘ = boo,j + O(T)
En comparant (8.15), (8.28), (8.38), on a
(8.40) bro = ¢ taro + Tpo(T)du

et donc

1

T[boo’o — <p_1aoo,0]d“ + O(i)

Par (8.28), (8.37), (8.41), on a terminé la preuve du théoreme 4.9. [
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9. Preuve du théoréme 4.11

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme 4.11. Pour montrer celui-
ci, on s’inspire de [BerB, §9], [B4, §13] et [BL, § 13].

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on montre que
la preuve du théoréme 4.11 est locale sur Yy, (so € S). Dans b), étant donné
by € Yy,, on remplace Zs, par (TrY )y, X Xp,. On associe & cette derniere variété
de nouveaux opérateurs Lj . et L3 _p. Dans c), on calcule I'asymptotique,
quand T tend vers l'infini, de la matrice de ng .7 relativement au scindement
orthogonal de l'espace de Hilbert sur lequel 'opérateur L§7E,T agit naturelle-
ment. Dans d), on introduit une famille de normes de Sobolev qui dépendent
de €,T. Ces normes de Sobolev prennent en compte la graduation des variables
grassmanniennes dans A(T3S). Dans e), on introduit un opérateur =. qui est
un analogue d’un opérateur introduit dans [BerB, §9]. Dans f), on montre le
théoreme 9.2.

On utilise les mémes notations qu’aux §§ 4-8.

a) Localisation du probléme.
On utilise les mémes notations qu’au § 8 a).

Prorosition 9.1. — Il existe §,¢,C > 0 tels que, pour tout 0 < e <1,T > 1,
on a

1 ~
(91) ‘SDTYS |:EM3,€2,T/€G5(B§,EQ,T/E)i|

2 . ~ C C
ngpTrS [(NdennX)Gg(B%EQ)]‘ < T4 exp(f )

2
Preuve. — Par (8.10), on a
1 - 1 o
(92) TYS |:EM31€27T/5G8(Bg,EZ,T/E)} = ’lpg TYS |:ECT/5M3117T/ECT/15HE(A%/E):| .

En utilisant (5.2), (7.4), (8.12) et (8.13), en procédant comme au §§ 5 g)—i), on
sait qu’il existe §,C,c > 0 tels que, pour 0 <e<letT >1

’ Tr, [(Nx — dim X)HE(A%/E)}

= C
— Tr, [(Nyx — dim X)H.(B2,)] ’ < 5 XD (- 522)
(9.3) .
’ Trs [(ECT/EM&LT/EC?}E
2 . ~ C c

De (9.2) et (9.3) on tire (9.1). []
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D’aprés (9.1), il est clair que pour établir le théoréme 4.11, il suffit d’établir
le résultat suivant.

THEOREME 9.2. — Pour o > 0 assez petit, il existe §,c > 0 tels que, pour
O<e<letT>1,

1 ~
04) |@Trs [ZMy o1/ Fe(BS o 12|

c
T1+6 [

2 -
— 2 Ty [(Nx — dim X)Fo(B3 )] | <

Le reste du paragraphe est consacré a la preuve du théoreme 9.2.
Par (7.2), on a

1 ~ ~
(95) QOTI‘S EM?),EZ,T/EFE (Bg,az,T/a):| = @TI‘S [Mg,E,TFE(Lg,E,T)} :

Soit ﬁg(Lgy.EﬁT)(x,x')(x,x' € Zs) le noyau C* de ﬁg(LgysﬁT) relativement &
dvz(2')/(2m)4™ 2, En utilisant la propriété de la vitesse finie de propagation,
il est clair que pour = € Zs, F; (Lgﬁ,T)(z, x) dépend seulement de la restriction
de LY . 7 & my {(BY (miz, a)).

b) Un nouvel opérateur sur (TRY )p, X Xp,-

Soit g7 une métrique sur T'S. Elle induit naturellement une métrique
sur A(TgS).

On fixe by € Yy, (avec sg € S). Sur BY (bg,r), on trivialise la fibration
7 H(BY (bo,7)) — BY (b, 7) et les fibrés vectoriels considérés comme au §7b).
Alors l'opérateur Lgﬁ .. agit sur 'espace vectoriel Hy,(r) des sections C* de

AMTES)so @77 (MT*OVY)), & (MT*OVX) ® &)y,

sur BY (by,7) x Xp,-

Soit Gy, = Xy, €| x,,) V'espace vectoriel des sections de classe C*° de
(AT*OVX) @ &)l x,, sur Xp,. Alors Gy, est muni d’'une métrique hermitienne,
et Ker DX | g 3, ) est un sous-fibré vectoriel Z-gradué de Gy, sur BY (bo,r).

Pour o > 0 assez petit, il existe un fibré vectoriel K C Gy,, Z-gradué sur
(TRY )y, ~ R*™ qui coincide avec Ker DX sur BTY(0,2a), et avec Ker D sur
(TRY )b, \BTY (0, 30, tel que si K+ est le fibré vectoriel orthogonal & K dans G,
alors

(9.6) K+ nKer D = {0}.

Soit P, (avec b € R*™) la projection orthogonale de Gy, sur Kj; pour le
produit hermitien naturel sur Gp,. On pose PbJ- =1—-DP,,.
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Soit ¢ : R — [0, 1] une fonction C* telle que

1 pour |t| < «,
(9.7) p(t) =
0 pour [t| > 2a.

Soit ATY le Laplacien standard sur (TgY),, correspondant & la métri-
que gT¥%0. Soit Hy, I'espace vectoriel des sections C* de

AMTES)so @7 (MTOVY)), & (MT*OVX) @ &) x,,
sur (TRY )p, X Xp,. Soit Ly _ o Vopérateur défini par
98) Li.r=¢*(Y)LScr+ (1 - (YD) (- 5°A™ + T*PyD; Py ).

Alors Ly p coincide avec L _ - sur [Y| < o
Pour € > 0, avec s € Hy,, on pose

©9) { (S.s)(Y,z) = s(Y/e,z), pour (Y,z)€ R x X,
L%,E,T = Ss_lLé,s,TS‘E‘

On fait le méme changement d’échelle sur les variables de Clifford ¢(fy) (1 <14 <
2myg) qu’au § 7. On obtient ainsi un opérateur Lg,&T.
Soit E(LQ&T)(:C, 2') (avec z, 2’ € (TRY )b, X Xb,) le noyau C* de 'opérateur

F. (L§7E,T) relativement a 1/(27)%™# dvpy, dux, . D’aprés la propriété de vi-
tesse finie de propagation, on sait que si € X, est identifié & (0,z), alors
on a

(9.10) Fo(Ls . p)(2,2) = Fe(Ly o p) (@, ).
Soit EY Pespace vectoriel des sections de carré intégrable de
MTES)so @75 (MTOVY)), & (MT*OVX) ® &),

sur (T]RY)I)O X Xbo-

Soit F? l'espace vectoriel des sections de carré intégrable de
AMTES)so @ 77 (MTOVY)), & ST K

sur (TRY )p,. Alors Iespace F a un sens pour € = 0, et F) est I'espace vectoriel
des sections de carré intégrable de

ATES)s, @7} (MT*OVY)), & Ker Dy

sur (TRY )p,. L'espace F? est un sous-espace de Hilbert de E°. Soit F* I'espace
orthogonal & F? dans EY. Soit p. la projection orthogonale de E° sur F?.
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On pose pf =1 —p.. Pour s € E°, Y € TrY, on a
0.11) pes(Y) = Pays(¥. ),

On pose

EE,T = pELg,e,TpEa F&T = paLg,s,TpsL’
(9.12)

_ 73 _L73 1
Ge,r = p: LS,E,TPE’ Her =p: LB,E,Tps :

Alors on écrit L3 _  sous forme matricielle relativement au scindage E° =
0 0L .
FO @ FOL

E.r, F
(9.13) Lgﬂz{ =T E’T].

Gs,Ta HE,T

¢) L’asymptotique de la matrice Lg,e,T quand T tend vers ’infini.

On rappelle que 0y ZE12) ogt 1a connexion sur Q(Z,€|z) définie en (5.13).

Si C est une section de m5A(T5S) ® c(TrY )by, et si b € Yy, est un point
pres de by, soit C2(b) 'élément de m5A(T5S) ® End(A(TEY))s, qui est obtenu
en utilisant la trivialisation de 73A(7T¢S)® End(A(T3Y)), relativement & la

* * = *(0,1)
connexion v,V A TR S © AT Y)wgl comme au § 7b), et par le changement

d’échelle sur les éléments ¢(TRY )p, défini a la définition 7.2.
Dans la suite, on note [A, B]; Panti-commutateur de A et B. On pose :

(9.14) LS = L¢ + L m[RTY).

THEOREME 9.3. — 1[I existe des opérateurs E., F,G., H. tels que quand T
tend vers linfini,

1
EE,T :E€+O(—), FE,T :TFE+O(1)7
(9.15) r
Ger=TG.+0O(1), H.r=T*H.+0O(T).

On pose :
(9.16) Q. =¢ (5|Y|){ -1 {VQ}T*(”’”X)@E
5 (Aed) 14, ) grv {ec(f1h)Y2cley)
ac(ej)i|
n

+ (S1(€) gl 5 s €5) grx 9" —2

V2
+ Heel(fE)Yele)) LS (f e))

1 « §/ H
+ Eg c(ej)Lll(ga,B,ooa ej)}sY.
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Alors on a Q.(F?) C FO* et

(9 17) { F :ngngL, Ge = pELQspsa
’ X, X,2
H. = p2 (¢*[Y)D5” + (1 = @*(ElY ) Dy, %)z
Preuve. — Par (7.8), on voit facilement que le coefficient de T2 dans

I’expansion asymptotique de Lg,a,T est H..

En utilisant (1.35) et (7.8), on voit que le coefficient de T' dans l'expansion
de L3 _ p est Popérateur Q..

D’apres le méme calcul que dans [BerB, théoreme 9.3], on a

(9.18) [DX, DH 4 oy?FEI2)
= — L[VA@ONXSE L A(eq) [ e grxe(fEele;)
+ (S1(ei)gl 5 s €i)grx g% cle;) / V2]
+ Le(Ff)eles) LS (£ e5)
+(1/V2)g%c(e) L' (925 o €5)-

+

Par (9.12), (9.16) et (9.18), il est clair que Q.(F?) C F%+.
On a bien terminé la preuve du théoreme 9.3. |[]

Il est clair que pour Y € (TRY )p,, Hey est un opérateur elliptique agissant le
long de la fibre Xy, .

ProposriTioN 9.4. — Pour tout € > 0
(9.19) Ker Hey = A(T39) sy @ ATRY )y @ Koy

Preuve. — La preuve est la méme que dans [BerB, prop. 9.4]. []

d) Une famille d’espaces de Sobolev.
Soit

(9.20) g:(V) =1+ (1+[Y )¢ (3elY)).

Pour 0 < ¢ < 2dimV, soit Eg I’espace vectoriel des sections de carré
intégrable de

D A(TES) B A®(TEY s, ® (AT OVX) ® €)1 x,,

q1+92=4q
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sur (TRY )p, X Xp,. Alors

0
2dim V'

E°= P E.
q=0

Pour p € R, on note E? et EL les espaces de Sobolev d’ordre p correspondants.

Pour s € Ej}, on pose

; dv Y)dvx, (z
(921) |S|g 0= / ‘S(Y, x)‘Qgg(Q dim V —q) (Y) TYy, ( C)l ;bo ( ) )
7 (TRY )bo X Xbg (2m)dim

Soit {, )0 le produit hermitien sur EY correspondant & | | o. Pour s € E*, on
pose

(9.22) |S|§,T,1 = T2|PEJ§_/S|§,O + |P8Y5|§,0

2m
*(0,1) 2
D IVaslZo + T2 | VAT O PSS
1

Alors (9.22) définit une norme sur E'. Soit F~! I'antidual de E', et soit | |- 7,1
la norme sur E~! associée & la norme | |e,r1 sur E'. On identifie E° & son
antidual par (, )¢ .

Par le théoreme 9.3, il est clair que Pargument d’analyse fonctionnelle de [BL,
§ 13 (k)—(0)] et [BerB, §9 (d)] peut étre utilisé directement dans notre situation.
En effet, la structure asymptotique de LgE’T quand T — 400 est la méme
que dans [BerB, §9 (c)]. Bien siir, on a aussi des variables grassmanniennes
supplémentaires g¢ € Ty S, mais elles sont du méme type que les ft.

e) Un opérateur Y.
Soit F. 'espace vectoriel des sections C® de A(TiS)s, @ A(TEY )y, @S- K
sur (TRY )p,. Alors H. est inversible sur FEO’L.

DEFINITION 9.5. — Soit U, lopérateur de F. dans F. défini par
(9.23) U, =E. - F.H'G..

On vérifie facilement que U'opérateur ¥, est un opérateur elliptique d’ordre 2
agissant sur F.

Pour U € BTY (0,2a), on identifie (73 A(TS) @ A(T*OVDY )y & w3 A(TES)s,
® A(T*(O’l)Y)b0 par transport parallele le long de la géodésique dans Y,
t € [0,1] — tU, relativement & la connexion

A(T§S)§A(T*(O*1)Y)w_1
o

¥V
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Lopérateur B3 _, agit sur les sections C** de A(TjS)s, & AT*OVY), & K
sur BTY(0,2q). Si I'on fait le méme changement de coordonnées locales sur Y,
et le méme changement d’échelle sur les variables de Clifford c¢(f¢) qu’au §9b),
alors, & partir de B;EQ, on obtient un opérateur X2, qui agit sur les sections C>

de A(TES) sy @ MTEY ), ® SV K sur BTY(0,2a/¢).
TuEOREME 9.6. — Sur BTY (0,2a/¢), on a

(9.24) U =33

Preuve. — En utilisant (7.8) et en procédant comme en [BL, th.13.43],
on a (9.24). [

f) Preuve du théoréme 9.2.

En utilisant (7.7), (7.15), les théoremes 9.3 et 9.6, la preuve du théoréme 9.2
est la méme que dans [BL, § 13 (q)] et [BerB, §9 (g)]. []

10. La classe de Bott-Chern cNh(Ez,H(Z,QZ), hP2 pH(Z£| 7))

Le but de ce paragraphe est de construire la classe de Bott-Chern &1(E2,
H(Z,&| ), h2, hH(Z’qZ)) € P%/P50 et de démontrer les théoremes 3.8 et 3.9.

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on généralise
les résultats de [BGS1] sur les classes de Bott-Chern. Dans b), on rappelle
la propriété de fonctorialité de la suite spectrale de Leray [Grot]. Dansc),
d’aprés b), on construit un bicomplexe de fibrés holomorphes sur S qui calcule
la suite spectrale de Leray. Dans d), on construit la classe de Bott-Chern
c~h(E2,H(Z,£|Z),hE2, RH(Z812)) ¢ PS/PS0 et on démontre le théoréme 3.8.
Dans e), on montre le théoreme 3.9.

On suppose ici que 7 est projective, et que V et W sont des variétés
projectives. On utilise les mémes notations qu’au § 3.

a) Classes de Bott-Chern.

Soit (E,v) = (E%v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels
holomorphes sur une variété complexe S. Pour s € S, on note H!(E) la i-ieme
cohomologie du complexe (E,v)s. On suppose que pour 0 < i < n, le rang
des fibres H'(E) est localement constant; alors, H'(E) est un fibré vectoriel
holomorphe sur S. Soient F" = v(E*"!) et G' = Ker v .

On a les suites exactes suivantes :

0— G — E' — FiTt 50,
(10.1)

0—F" — G"— HY(E) — 0.
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Soient hZ', h#'(E) des métriques hermitiennes sur %, H'(E). On note
hE — @ hEi7 pHE) _ @hHi(E)

A 7

des métriques sur E = @, E', H(E) = @, H'(E). Soient hF" et hC" les métri-
ques sur F* et G* induites par h?".

On note
ch(E, FH B hF) ch(GE, HY(E), he', hH (B)) ¢ pS/pSo

les classes de Bott-Chern associées & (10.1) [BGS1, § 1(f)]. On pose

n

ch(B,hP) =3 (~1)ich(E, h™"),

(10.2) R
ch(H(E), k1 E)) = 3" (~1)'ch(H(E), h" ().
1=0
On dit que E est scindé, si
(10.3) E'=G'oF™*, G'=H(E)oF,

et si les scindements (10.3) sont orthogonaux.

ProposiTION 10.1. — Il existe une unique manicre de définir une classe de
Bott-Chern ch(E, H(E), h?, hH(E)) ¢ PS/PSO telle que :
i) On a
90 ~ E pH(E) H(E) E
(10.4) 2fch(E,H(E),h h ) = ch(H(E),h ) —ch(E, h"™).
i

i) Pour tout application holomorphe de variétés complexes f : 8" — S,
(10.5) ch(f*E, frH(E), " E h HE)) = fch(E, H(E), h?, 1 E),
iii) Si E est scindé, alors
(10.6) ch(E,H(E),h? hHE)) =0 dans P5/PS°.
Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, théoréme 1.29]. (]
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PrOPOSITION 10.2. — On a dans P% /P30

(10.7) ch(E, H(E),h®, nH )
= (1) [ch (G, HI(E), h W) 4 ch(B', 7+ hP' p P,

Preuve. — On vérifie facilement que le terme & droite de (10.7) vérifie (10.4)—
(10.6). D’apres la proposition 10.1, on a (10.7). [

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H(FE) au sous-fibré de E formé des
éléments harmoniques dans E. Soit h(®) la métrique induite par la métrique
hE sur H(E). Soient VZ, V(E) les connexions holomorphes hermitiennes sur
(E,hF), (H(E),h"(E)). Soit N l'opérateur de nombre sur E. Soit v* 1’adjoint
de v pour R¥. On pose V = v + v*. Pour u > 0, soit A, la superconnexion

(10.8) Ay =VE +/uV.
Pour s € C et Res > 1, on pose
1 1
(109) G(s) =~ [ v e TN exp(-42)
’ — ¢ Try [N exp(—VZE)2)] 1 du.

Alors (1(s) se prolonge en une fonction holomorphe de s € C pres de s = 0.

Pour s € C, Res < %, on pose

+oo
(1010) G =—5r5 [ w e TN exp(-43)

I(s)
— ¢ Try [Nexp(fVH(E)’Q)} }du.

En utilisant [BeGeV, th. 9.2], (2(s) est une fonction holomorphe de s.
DeriNiTION 10.3. — On pose

(10.11) ((B,h") = % (C1 + ¢2)(0).

Alors ¢(E, hT) est une forme C* sur S. En utilisant (10.9), (10.10), on a

(10.12) ¢(E,h") = 7/0 {o Try [N exp(—A2)] — ¢ Try[Nexp(—VF?)]} %
+oo U
— [ oIV exp(—A2)) — o TN exp(-¥ 12}

+ T/ (1){p Trs[N exp(—VE2)] — o Trg [N exp(—VAE2)]1,
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Par [BGS1, th. 1.15], les formes ((FE, h¥) sont dans P°, et on a

90
(10.13) 55 (B, h?) = ch(H(E), ') — ch(E, h”).
ProrosiTioN 10.4. — On a lidentité
(10.14)

C(E,hE) = ch(E, H(E),hE h1E))  dans P5/P50.

Démonstration. — La preuve est la méme que dans [BGS1, cor. 1.30].
ProrosiTioN 10.5. — Soit E = E° D

[

D E™ = 0 une filtration de
fibrés vectoriels holomorphes sur S. On pose Gr'E = E'/E**!. Soient hE,
hG'E = @hG"E des métriques hermitiennes sur E, GrE = @ Gr'E. Soit h*" la

métrique sur E* induite par h?. Alors il existe une unique maniére de définir une

classe de Bott-Chern ch(E, Gr E, hZ hCE) appartenant a PS/PS0 telle que :
i) On a

(10.15) ;lacf (E,Gr E,h? hGF) = ch(CGr E, hSF) — ch(E, h¥).
1T

i) Pour toute application holomorphe de variétés complexes f:S" — S,
(10.16) ch(f*E, f*GrE, b/ F n/"GB) = f*ch(E, Gr E, h”  hCF).

i) Si (Ek,hEk) = P (Cr'E, h'EY pour tout k > 0, alors
i>k

(10.17) ch(E,Gr E, h? hSF) = 0.

Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, th. 1.29]. ]
REMARQUE 10.6. — On a les suites exactes suivantes

(10.18) S;:0— ET — F — Gr'E — 0.

D’aprés la proposition 10.5. on vérifie facilement qu’on a dans P%/P0

(10.19) ch(E,Gr E, 1", h%F) = =3~ ch(E", G’ E,h"  h')
1=0

Soit £ = (€P9) (o 0 < p,q < m) un bicomplexe de fibrés vectoriels
holomorphes hermitiens sur S. Soit H(E) la cohomologie de &£. Soit (&, d,)
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la suite spectrale induite par la filtration FPE = P, Er. Soit FH(E) la
filtration associée sur H(E). Alors E = GrH(E) (¢f. [GrH, §3.5]).
On suppose que pour p, ¢, > 0, le rang des fibres £F9 est localement constant.

Soit K¢ = @hf"" une métrique sur £ = PEPY et hfo la métrique
correspondante sur & = £. Soient h¥ (r > 1) et K7€) des métriques sur &,
et H(&). On suppose que hér = h€> pour r > n. On pose

(10.20) ch(H (), Eue, W1 hE=) = S (~1)kch(H*(€), Gr HE(€), 1" E) pE=),
k=0

TukoriME 10.7. — On a dans P° /P50

(10.21) ch(E, H(E), hE, h7E))

= ch(Ex, Eppr, B hE) = ch(H(E), En, WTE) 1E),
k=0

Preuve. — On le démontrera dans [Mal]. []

b) Suite spectrale de Leray [Grot].

Soit Y un espace topologique. On note CY la catégorie des faisceaux de
groupes abéliens sur Y. Pour un objet G de CY, on note I'y (G) le groupe des
sections de G sur Y.

DEFINITION 10.8. — Soit G un faisceau de groupes abéliens, et soit L = (L?)
un complexe a degrés positifs de faisceauzr de groupes abéliens. Soit € : G — L
une application d’augmentation. On dit que le complexe L est une résolution
de G, si la suite

(10.22) 005G 5L0 5L e L.

est exacte. On dit que le complexe L est une résolution injective (resp. acyclique)
de G, si de plus les L sont injectifs (resp. acycliques).

Si (F,v) est un complexe dans CY, on note, pour i € 7Z,

(10.23) Z/(F) = Ker(vpi), B(F) = Tm(v| pi-1),
H'(F) = Z'(F)/B'(F).

Soit L = (LP?) un bicomplexe dans CY; on définit aussi ZP(L), BP4(L),
HP9(L) comme (10.23) pour le complexe L*? = (LP7),.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



606 X. MA

DEFINITION 10.9. — On dit que le bicompleze L = (LP7),>¢ est une résolution
du complexe F' = (FP),>o s’il existe une augmentation F' — L, telle que pour p
fixé, LP>* est une résolution de FP, et si on filtre L par F1L = @q,>q L"q/, alors
la suite spectrale associée (E-(L),d,) dégénére a partir de Ex(L). On dit que le
bicomplexe L = (LP'?) est une résolution injective (resp. acyclique) de F, si de
plus les LP9, HP9(L) sont injectifs (resp. acycliques).

REMARQUE 10.10. — Le bicomplexe L = (LP?) est une résolution du
complexe F si et seulement si, pour p fixé, LP* (resp. ZP*(L), resp. BP*(L),
resp. HP*(L)) est une résolution de F? (resp. ZP(F), resp. BP(F'), resp. HP(F)))
[CE, chap. XVII].

De méme le bicomplexe L = (LP'?) est une résolution injective (resp.
acyclique) de F, si et seulement si de plus les LP»% ZP9(L), BP(L), HP(L)
sont injectifs (resp. acycliques).

Soient X, Y deux espaces topologiques. Soit f une application continue de Y
dans X. Soit G un objet de CY, soit (GP) une résolution de G dans CY.
Soit L = (LP%) un bicomplexe qui est une résolution injective du complexe
F = (f«(GP)) dans CX. Alors on obtient un bicomplexe I'x(L). Si on le filtre
par FPT'x (L) = ,5,'x (L*?"), on obtient une suite spectrale associée (E,., d,.)
dont le terme FE5 est

E}I(G) = HP (X, R11.(G))
et dont le terme E,, est le groupe gradué associé a une filtration convenable de
(H" (Y, G))n.
Le résultat suivant est établi dans [Grot, th. 3.7.3].

TuEorREME 10.11. — Soient X,Y deuzx espaces topologiques. Soit f wune
application continue de Y dans X. Alors il existe un foncteur spectral sur la
catégorie CY des faisceaux de groupes abéliens G sur'Y, aboutissant au foncteur
gradué (H™(Y,G))n, et dont le terme initial est

(10.24) EPY(G) = HP (X, Rf.(G)).

De plus, ce foncteur spectral est calculé de la maniére ci-dessus.

REMARQUE 10.12. — Pour calculer la suite spectrale de Leray, d’apres [Grot,
p. 147 et 149, rem. 2], on sait qu’on peut prendre aussi une résolution G de G par
des G* qui sont f.-acycliques (i.e. R/ f.G* = 0, pour j > 0 et i > 0), et qu’il suffit
de supposer que L = (L?P?) est une résolution acyclique du complexe (f.G?).

c) Un bicomplexe holomorphe sur S.

Dans cette partie, en procédant comme dans la partie b), on construit la suite
spectrale de Leray dans le contexte holomorphe.
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DEFINITION 10.13. — Soit (F,v) = (F*%) un complexe (resp. F = (F*) un
bicomplexe) de fibrés vectoriels holomorphes sur une variété compleze V. On
suppose que les H'(F) sont des fibrés vectoriels holomorphes. On dit que le
bicomplexe F est une résolution de fibrés holomorphes du compleze F, si les H*J
sont des fibrés vectoriels holomorphes et le bicomplere F vérifie les conditions
de la définition 10.9 dans le contexte holomorphe. Si de plus, les F*7 et les HJ
sont des fibrés acycliques, on dit que le bicomplexe F est une résolution acyclique
de fibrés holomorphes du complexe F'.

REMARQUE 10.14. — Désormais, si F = (F*7) est une résolution acyclique
de fibrés holomorphes du complexe F' sur V, alors on note (&,(F),d,) (resp.
(Er(f),dr)) la suite spectrale associée au bicomplexe F filtré par FPF =

psp F0P (vesp. HO(V,F) filtré par FPHY(V,F) = @p,szO(V,F"p ).

D’apres la définition 10.13, on a
(10.25) E\(F) = HO(V.6(F)), EJ(F) = HP(V, HU(F)).

On rappelle que V et W sont des variétés projectives. Soit n = dim Z.

En procédant comme dans [GrH, § 5.3] et [Q1, § 7.2.7], on peut construire une
résolution 7. et w3, acyclique (£9)p<i<n de fibrés holomorphes de ¢ sur W. On
note F' = RO71,£% (i > 0). Alors F' est o, -acyclique. On a aussi un complexe F
de fibrés holomorphes sur V'

(10.26) (Fv): 0—F° -5 pt 2.0 2 F™ 0.
Alors d’apres la construction de I'image directe, on sait que pour i > 0,
(10.27) HY(F) = R'm.&.

Comme le rang de H'(F) est localement constant, on sait que les rangs de
Z'(F), B{(F) sont aussi localement constants. Donc Z*(F'), B'(F) sont des fibrés
vectoriels holomorphes sur V.

D’aprés [BS, preuve du lemme 12], on sait qu’'on peut construire des fibrés
vectoriels holomorphes B%J, Z43 H®J F%J (avec 0 < 4,5 < n) sur V tels que
pour chaque fibre Y;(s € S), pour tout ¢ > 0, le bicomplexe

0— Zb* — s —, Bitle g
(resp. 0 — B»* — Z»* — H"* — ()
est une résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe
0= Z{(F) — F' — B*(F) =0,
(resp. 0 — B'(F) — Z'(F) — H'(F) — 0)

au sens de la définition 10.13.
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Maintenant, en composant les bicomplexes
0— Zi,o . Fi,o _ Bi+l,u —0

et les injections B%* — Z%* on obtient un bicomplexe (F*7) de fibrés holo-
morphes sur V qui, pour chaque fibre Y (s € S), est une résolution ma.-acyclique
de fibrés holomorphes du complexe (F*) au sens de la définition 10.13.

Désormais, on note (£%)p<i<, une résolution 7y, et ms. acyclique de fibrés
holomorphes de & sur W, et on note F* = R%m,&%. Soit F = (F%) une
résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe (F?) au sens de
la définition 10.13. On note :

(10.28) v FH — FEL g T R
les morphismes du bicomplexe F et d = v + ¢ le morphisme total.

D’apres la partie b), si on filtre le bicomplexe de fibrés holomorphes E(F) =
(HO(Y,F), v,8) sur S par "FPE(F) = @,, HO(Y, F**'|y), alors la suite
spectrale associée (E,(F), d,) calcule la suite spectrale de Leray (E,,d,) (& partir
de r =2) pour s € S.

d) Définition de ch(Ey, H(Z,£| ), h¥2 hH(Z:812)),

On se donne des métriques hermitiennes h="*(F) et W7 (F) sur EP9(F) =
HO(Y,FP4)y) et EYI(F). Soit hP2(F) la métrique sur Ey(F) correspondant
a hfz,

D’apres la partie ¢) et le théoreme 10.7, on a naturellement :

DerINITION 10.15. — On définit la classe de Bott-Chern

(B, H(Z,€)5), WP hHZ€12)) ¢ pS/PS0
de la maniere suivante :
(10.29) ch(By, H(Z, €| ), hP2, n11(Z£12))

= &(E(]:),H(E(f)),hE(ﬂ, nH(28) 2))
1
- ZCNh(Ei(]'—)inH(]:),hEi(f)thiH(f))_
i=0

REMARQUE 10.16. — En utilisant [BGS1, th. 1.20] et la proposition 10.2, on
sait que la définition de ch(-,-) ne dépend pas des choix de métriques ")
sur E(F). De plus, on a

00 ~

(10.30) h(Es, H(Z,€| ), hP2, nf1(Z£12))

—c
1T

= ch(H(Z,§|2), W' #412)) — ch(Ey, h™?).
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TuEOREME 10.17. — La classe de Bott-Chern
Ch(Ez, H(Z,€) ), hP2, hT1(2€12)) € pS/pS0
ne dépend pas du choiz des résolutions (£°) et F.

Preuwve.

o Par [BS, §4], étant donné (&}), (£3) deux résolutions 7y, et m3.-acycliques
de &, on peut trouver une troisieme résolution (£3) 1. et ms.-acyclique et des
injections p1, uo des deux premieres dans la troisieme.

e Soient F; = RO71,£ ot i = 1,2,3. Par [BS, §4], étant données F; une
résolution ma.-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F; (i = 1,2), on
peut trouver F3 1, F3 2 des résolutions ma.-acycliques de fibrés holomorphes du
complexe Fs, et des injections p; : F; — Fs; (i = 1,2) compatible & p; : F; — F3,
et qui induisent des injections de &1 (F;) dans &£ (Fs ;). Pour appliquer [BS, § 4],
il suffit de considérer au cas ol F; (i = 1,2, 3) sont des suites exactes courtes.

o Enfin, par [BS, §4], on peut trouver une troisieéme résolution Fs, mo.-
acyclique de fibrés holomorphes du complexe Fj3 et des applications injectives des
deux premiéres dans la troisieme qui induisent des injections de &1 (F3.1), £1(F3,2)
dans &;(F3).

D’apres les discussions ci-dessus, pour montrer le théoreme, il suffit de montrer
que, dans la situation suivante, les termes a droite associés a ces résolutions sont
égaux.

Soit (£7), ('¢%) deux résolutions 7y, et 73, acycliques de fibrés holomorphes
de & sur W, et soit p : £ — '€ une injection de complexe. Soit F? = RO7,&°,
G = R%m,/¢, alors on a une injection de complexe pu : F — G. Soit
F = (F) (resp. G = (G"9)) une résolution ma,.-acyclique de fibrés holomorphes
du complexe F' = (F%) (resp. G = (G%)) sur V. Soit u : F — G une injection
de bicomplexes qui est compatible aux augmentations F' — F et G — G, et qui
induit également une injection p : & (F) — &1(G).

Alors, on a le diagramme commutatif suivant :
0-FG—G/F—0

(10.31) T 1 T

0—-F5G—G/F—o0.

Par un argument de suite spectrale, le complexe G/F est acyclique.
Par (10.31), on a aussi le bicomplexe

Ts Ts Ts Ts
C o EPUF) = E71G) = E7UG)F) = EVTTHF) — -

dont chaque ligne est acyclique.

(10.32)
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Par la définition 10.13 et (10.32), et par un argument de suite spectrale, on a
(10.33) &E(G/F) =0.
Comme p : & (F) — £1(G) est injective, par (10.32), on a la suite exacte
(10.34) 0—&(F) — &(9) — &(G/F) — 0.

Comme F, G, & (F) et £1(G) sont ma.-acycliques, par (10.31) et (10.34), G/F
et £1(G/F) sont aussi ma.-acycliques. D’out G/F est une résolution ma.-acyclique
de fibrés holomorphes du complexe G/F.

D’apres la remarque 10.14, on sait que
(10.35) E((G/F)=H(Y,&1(G/F)y), E(G/F)=0.

Comme & (F), E1(G) sont ma.-acycliques, par (10.25), (10.34) et (10.35), on a la
suite exacte suivante :

(10.36) Ei(G,F):0— E\(F) — Ei(G) — Ei(G/F) — 0.

Si on note I(F), I(G) les termes & droite de (10.29) associés & F, G, alors on
doit montrer que

(10.37) I(F)=1(G) dans P%/P5°

Dans la suite, pour simplifier les notations, on note F(G,F) la suite exacte
suivante :

(10.38) E(G,F):0— E(F) — E(G) — E(G/F) — 0.

Soient A7) pEr(9) REG/F) (avec r = 0,1,2) des métriques hermitiennes
sur E,.(F), E.(G), E.(G/F); soient h®9:7) hE1(G:F) Jeg métriques induites sur
E(G,F), E1(G,F).

Pour le bicomplexe

d d d
1039 0 HEL'—)g’ET(g) HE(;/?)HO,
en utilisant le théoreme 10.7, on a
(10.40) ch(E(F), H(E(F)), hZP), pH(#E12))

— ch(E(G), H(E(G)), hP©), hH (74| 2))
+ &(E(g/}*), hE(Q/f))
= ch(E(G, F),hP97)) dans PS/PSC.
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Pour le bicomplexe
E E To
10.41

en utilisant le théoréme 10.7 et (10.36), on a

(10.42) ch(E(F), By (F), hPF), hP15)
— ch(E(G), Ex(G), P9, nP1(9))
+ h(E(G/F), By (G)F), hEG/F) pr (/7))
+ G(BL(G, F), h19)
= &I(E(g)]:)a hE(g’]:)) danS PS/PS’O_
Pour le bicomplexe
Is Ts Ts
10.43
( ) 0— E1(F)— E1(G) — E1(G/F)— 0,

en utilisant le théoréeme 10.7 et (10.36), on a

(10.44)  ch(E1(F), Eo(F), hErF) pP2)
— ch(E1(9), E2(G), h (9, 1P2)
+ &(El(g/f), hEl(Q/}'))
= ch(Eqi(G, F),hB1 G} dans PS/P50.
Pour le bicomplexe E(G/F), en utilisant le théoréme 10.7 et (10.35), on a

(10.45) ch(E(G/F), Ev(G/F), hPGIF) pFr(G/F))
+ ch(E1(G/F), hP917))
= ch(E(G/F),h"@/P))  dans PS/P50,
Par (10.40)—(10.45), on obtient (10.37).

On a bien terminé la preuve du théoreme 10.17. ||

e) Preuve du théoréme 3.9.

Par la construction de la section canonique o € A~ (Eq) @ A(R*m3.£) [KM], en
utilisant [BGS3, th. 1.23], (10.7), (10.29), on obtient le théoréme 3.9. On laisse
le détail au lecteur. []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



612 X. MA

11. Identités entre les formes de torsion analytique d’un complexe de
fibrés holomorphes

Soit m : M — B une submersion holomorphe de fibre compacte Z. Soit
(n',v)o<i<n un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens
sur M. On suppose que le rang de I'’hypercohomologie H(Z, 1)) est localement
constant sur B. Dans ce paragraphe, on montre des relations entre les formes de
torsion analytique du complexe (7, v).

Ce paragraphe est organisé de la fagon suivante. Dans a), on rappelle la
définition de formes de torsion analytique pour le complexe (n,v) (voir [B4,
§3(b)]). Dans b), on démontre une identité de formes de torsion analytique
associées & (n,v). Dans c), on énonce une identité entre les formes de torsion
analytique de (1, v) et celles de son fibré cohomologique. Dans d), en déformant
le complexe n (voir [BGS1]), on montre le théoréme 11.2.

On utilise les notations du paragraphe 2.

a) Formes de torsion analytique associées & un complexe.

Soient M et B des variétés complexes. Soit @ : M — B une submersion
holomorphe de fibre compacte Z. Soit w™ une (1,1)-forme réelle, fermée, C*
sur M qui induit une métrique hermitienne g7# sur T'Z. Soit

(11.1) (n,0):0—=n" —n" — - —7" =0

un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur M. Soient X
une métrique hermitienne sur n*, et h"7 = P, h"" la métrique correspondante
sur n =@ 1"

Pour b € B, soit Ej, 'espace des sections C* de A(T*(%Y Z) @7 sur Z,. Soient
Nz et Np les opérateurs de nombre sur A(T*®DZ) et 5. Alors 'opérateur
Ny + Ny définit une Z-graduation sur E. Soit 0% l'opérateur de Dolbeault
agissant sur E. Alors (F,0% + v) est un complexe Z-gradué. Soit H(Zy, 7| z,)
I'hypercohomologie de (Oz(n)|z),v) sur Z. Alors

(11.2) H(Zy,n|z,) ~ H(Ep, 0% + v).

On suppose que le rang des fibres H (E, 0% 4v) est localement constant. Alors
H(E,0% +v) est un fibré holomorphe sur B. Dans la suite, on identifie les fibrés
holomorphes H(E,0% +v) et H(Z,n| z).

Soit 0%* (resp. v*) I'adjoint de 0 (resp. v) relativement & g7% A" (resp. h").
On pose

(11.3) V=v+v*, D?=0974+0%, A?=D74+V.
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Par la théorie de Hodge, pour b € B,
(11.4) H(Ey, 8% +v) ~ Ker A%,

Comme au paragraphe 2 b), Ker A hérite du produit (2.2) de E. Soit RH(Zn|2)
la métrique hermitienne correspondante sur H(Z,7|z). On pose

ch(n, ") = > (~1)ich(y’, h"),
=0
ch(H(Z,n) ), W1 ZMD) = 3" (=1)ich(H(Z,m)7), kT Z012)).
1=0

(11.5)

Par I'extension de [BK6] au complexe de fibrés hermitiens (E,9Z + v), on
peut associer des formes de torsion analytique (cf. [B4, §3b)])

T(w™,0% +v,h") € PP /PBO.

Pour cela, il suffit de remplacer partout % par 0% + v. Les formes T(wM, 0% +
v, ') vérifient I’équation suivante :

2,

(11.6) o~ (WM, 0% + v, h")

= Ch(H(Zan|Z)ahH(Z7n|Z)) _/ Td(TZa gTZ)Ch(nahn)‘
Z

On va maintenant exprimer T(w™ 0% 4 v, h") en fonction des formes de
torsion analytique associées aux deux filtrations du complexe E.

b) Formes de torsion analytique du complexe E et filtration par §%.
Dans cette partie, on suppose que 7 est T,-acylique, i.e. que 'on a Riw,n® = 0
pour tout j > 0 et i > 0. Alors les R%m,n’ sont des fibrés vectoriels holomorphes

sur B.
On pose ¢* = Rm,n*. Alors

(11.7) (Cv): 0= Lt 5. Lm0

est aussi un complexe holomorphe de fibrés vectoriels holomorphes sur B. On
note H:(¢) le i-itme groupe cohomologique du complexe ((,v).,.

Par un argument de suite spectrale, pour i > 0, H*(¢) et H*(E,0% + v) sont
isomorphes canoniquement et holomorphiquement. Dans la suite, on identifie les
fibrés holomorphes H(¢) et H(Z,n|z) sur B.
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Soient h¢ et h(S) les métriques hermitiennes sur ¢ et H(¢) induites par
(gTZ hm), et hS. Soit ch(C, H(C),hS, (%M 2))y ¢ PB/PBO ] classe de Bott-
Chern construite au paragraphe 10 a). Soient T'(w™, h"i) les formes de torsion
analytique sur B associées a n*. On pose

(11.8) T(M, h) = 3" (=1)"T(WM, a7).
=0

TutorEME 11.1. — Dans PB /P50 on a lidentité

(11.9)  TWM, 87 +v,h") = T(w™, h") + ch(¢, H(C), h¢, hZ12)).

Preuve. — La formule (11.9) est une généralisation de [B4, th. 0.2]. La seule
différence est qu'on suppose H*(¢) = 0 pour i < n dans [B4, § 14]. En utilisant
la proposition 10.4, et en procédant comme en [B4, § 14], on a (11.9). []

c) Formes de torsion analytique du complexe E et filtration par v.
Dans cette partie, on suppose que 7 vérifie 'une de deux conditions suivantes :
i) on a H'(n) =0 pour i > 0;

ii) le rang des fibres H'(n) est localement constant, et H*(n) est m.-acyclique.

Par un argument de suite spectrale, on sait que H(Z, H(n)|z) est un fibré
vectoriel holomorphe sur B; de plus, H(Z, H(n)| z) et H(Z, n| z) sont isomorphes
canoniquement et holomorphiquement. D’ot1 dans les deux cas ci-dessus, on peut
identifier les fibrés holomorphes H(Z, H(n)|z) et H(Z, 1| z).

Soit AW une métrique sur H(n). Soit ATZHMIZ) 1a métrique sur
H(Z,H(n)|z) induite par g7%, hH ™. Soit ch(n, H(n), ", h1(M) la classe de
Bott-Chern construite au paragraphe 10 a).

THEOREME 11.2. — On a lidentité suivante dans PB/PB:0
(11.10)  T(w™, 0% + v, h") = T(w™, nH M)
— Ch(H(Z,n) 1), k7P 2) p 7 H 0] 2)

+ / Td(TZ, g7 %)ch(n, H(n), k", hTM).
Z

d) Preuve du théoréme 11.2.

Soit P! le plan projectif complexe. Soit O(1) le fibré en droite canonique de
degré 1 sur P, et soit o la section holomorphe de O(1) définie par (1,0) € C**.
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Alors o n’est nulle qu’au point oo. Si F est un fibré vectoriel holomorphe
sur M x P!, et m > 0, on définit F(m) de la maniere suivante :

(11.11) F(0)=F, F(m)=F(m—1)®0Q).

Pour i > 0, on pose F' = Im(v|,;i-1), G* = kerv,i, H" = H'(n). Soit hE' hG
les métriques sur F?, G* induites par h".

Pour j = 0,...,n — 1, soit Iapplication FV — G’ @ F’(1) définie par
I'inclusion dans G’ et par Id ® ¢ dans FJ(1). Soit 'GY = G @ FI(1)/FV.
Soit Iapplication G7 — 77 @ 'G’(1) définie par linclusion dans 7/ et par
r € GV — [(x,0)] ® o €'GI(1). On définit aussi

il = Coker(G? — n/ &'G7(1))(2n — 27),
(11.12) Fi=Fi(2n-2j+2), G'='G2n-2j+1),
H’ = H(2n — 2j +1).

Alors on a les suites exactes suivantes sur M x P!

0— GI Hﬁjéﬁj"’lﬂo,
(11.13)
0— It qitl , gitl .
En les composant, on obtient un complexe (7, v) = (7, v)o<i<n sur M x P* (voir
[GS4, p. 477)).

Soit z le parameétre complexe standard sur P!, et soit i, : M — M x P!
application de = € M a (z,2) € M x P*. Alors pour z # 0o, comme o(z) # 0,
le fibré i%(77) est isomorphe & 7, et i%,7/ ~ F/ & F/*' @ HJ. Par partition de
I'unité, on peut trouver une métrique A7 sur 7’ telle que les isomorphismes
sl ~ ) et it i) ~ FJ @ FIT! @ HJ sont des isométries.

ProrosiTioN 11.3. — On a :

(11.14) ch(. H ). 1 1) = = [ ch( ) log |
Pl
Preuve. — La preuve est la méme que dans [BGS1, (1.115)]. [

Maintenant, on considére le diagramme commutatif suivant :
1P
MxP —— M

(11.15) 1= I=
BxP' —— B

avec T = 7 X Idp1.
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Soit H(Z, 1) z) 'hypercohomologie du complexe (Oz(7) z),v) sur Z. Par notre
hypothese, le rang des fibres H(Z, 7| 7) est localement constant. Donc les formes
de torsion analytique

T(p*wM,5Z T, hﬁ) c PBXIP’l/PBxIP’l,O

sont bien définies. On a aussi

(11.16) pioH(Z:i1z) = pH(Zn|z)  pisccH(Z0)| 2) = pH(Z,H(0)|z)
On a
90
(11.17) ——log 2> = 60 — 6oo-
2w

En utilisant (2.18), (11.14) et (11.17), on obtient

(1118) [ TATZ, g7l (0, H (), 1, 110
z
— Ch(H(Z,n) 1), kPP 2y H 0] 2)
:/ 8—?T(p*wM,5Z + v, h") log | 2|2
p1 2im
= iy T(p*w™, 87 + v, k) — 5, T(p*w™, 07 + v, h")
=T(WM,8% + v, k") — T(wM,dZ + v, hixT).
D’apres notre construction de 7, pour le complexe ¢’ 7, on a :

J FIitl

(11.19) i =Fl o e H, KT =" en” " en

et Papplication v : 4%, — % 7 T! est donnée par 0 sur F7 @ H7 et Id sur FI+1.

En utilisant (11.16), (11.19), on peut vérifier facilement qu'on a :
(11.20) T(w™, 0% 4 v, hi=T) = T(WM hTM) dans PP/PBO.

Par (11.18), (11.20), on a (11.10). ]
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12. Preuve du théoréme 3.11

Nous allons appliquer les théoremes 3.5, 11.1, 11.2 et le paragraphe 10.

On rappelle que (£*,v) = (£, v)o<i<n est une résolution de fibrés holomorphes
714 et mae-acycliques de € sur W. On pose F* = RO7y,.£%. Soit F = (F57) une
résolution ma,-acyclique de fibrés holomorphes du complexe F' = (F*) au sens de
la définition 10.13. On note aussi (&,(F), d,) (resp. (E,(F), d,)) la suite spectrale
associée au bicomplexe F filtré par FPF = P, -, FoP (resp. HO(Y, F) filtré
par

FPHOY,F) = P HO (V. 727 )y)).
p'Zp
Soient v : FhI — Fitli et §: Fid — Fhitl les différentielles du bicomplexe JF.

On rappelle que hé est une métrique hermitienne sur &, et que hfim1=&, plimag
sont les métriques sur R*m.&, R*ms.& induites par (¢7X, k%), (¢7%, h¢) définies
au paragraphe 2 b). Soit h¢" = P, h¢" une métrique hermitienne sur £°*. Soit h¥
la métrique sur F induite par (g7, h&").

Comme au paragraphe 11 a), on définit Tp(w", 0" +wv, h¥") (resp. T3(w", 0% +
v,h€")) les formes de torsion analytique sur S associées & (V, S, my) (resp.
(W, S, ms3)).

Dans la suite, pour 77 un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur V', on note
toujours Ty (w", ") les formes de torsion analytique sur S associées & (V, S, 7).
Si (Li)ogign est un complexe de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens sur V',
on note
(12.1) To(w", hh) =Y (-1)Ty(w", h").

i=0

Soient H(Z,£°|z), H(Y,F|y) les hypercohomologies de (Oz(£°%|z),v),
(Oy (F|y),v). Soient 22 pHYFIY) es métriques sur H(Z, £12),
H(Y,F|y) induites par (¢g77, REY), (¢™Y,hF) comme au paragraphe 11a).
Comme £° est une résolution i, et ms.-acyclique de £ sur W, on a :

(12.2) H(Z, & z)=H(Y,F|y) = R'm3.&.
En procédant comme aux paragraphes 4-9, on a dans P¥/P50 :
(12.3) Ts(w", 07 + v, hE") :/ TA(TY, g™ )Ty (WY, hE")
Y

+ T (w",0Y + v, bl
- / TATZ,TY, 977, g™ )ch(e*, ")
Z
+ (R mane, WEVFIY) pHZE 2)),
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Pour le complexe £* = (£%), en utilisant les théorémes 11.1 et 11.2, on a :
(124) T b =~ [ TATZgT)d(E 1 1)

z

+ T3(w", 0% + v, hg')
b (R g, WHZE712) ny
dans P9%/P%0 et
(1247)  Ti(@",h8) = Ty (", h7) + ch(F, R*mi.&, hY, hITeS)
= / TA(TX,g"¥)ch(¢*, €, h*", )
X
dans PV /PVO.

D’apres (3.2), (12.3) et (12.4), on a dans P /P50

(12.5) Tg(wW,hﬁ)—/ TA(TY, g™ )Ty (", h®)

= —/ TA(TZ, TY, g"%, g"¥ )ch(¢, h)
) + To(w’, 0" + v, h)
+ ch(Rems.&, KT FIY) | plimaag)
- /Y TA(TY, g™ )ch(F, R*m1.&, b, hI7-6).

Soit '€, (F) la suite spectrale associée a F filtré par 'FP(F) = P>, Frle,
Alors pour ¢ > 0, on a B

(12.6)  '&P°%F)=Fr, '€0°%F) = RPmy, &, EVUF) ='E0Y(F) = 0.

Pour le bicomplexe F, d’apres la définition 10.13, et (12.6), les suites spec-
trales &,.(F), 'E,(F) dégéneérent en E(F), 'E2(F), et on a :

(127) 52(.7) = /52(.7) = R'm*&.

On note h&2(F) | p'€(F) les métriques sur Ey(F), E(F) induites par hET1+E,
Par (10.25), pour » = 0,1, on a

(12.8) E (F) = H(Y,&.(F)).

Soit b7 = b, ., R7"" une métrique hermitienne sur F. Soit h& ) (r =0,1)
la métrique sur &.(F) induite par h”. Soient RZ(F) RHY:E1(F) les métriques
sur E(F), E1(F) induites par g7, h%, h¥(F),
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Soient H(Y,F|y), H(Y,’£1(F)|y) les hypercohomologies des complexes
(Fly,v +0), (E1(F)|y,v) sur Y. Soit AT F1¥) la métrique sur H(Y, F|y)
induite par ¢7Y, h”. On rappelle qu'on a

(12.9) H(E(F)) = H(Y, Fiy) = H(Y,’E1(F)|y) = R*ma.&.

En procédant comme dans la preuve du théoreme 11.2, dans laquelle on
remplace ¥ par 0¥ + v, on a dans P /P50

(12.10) To(w",0Y + v, ) = Th(w", 0¥ + v+ 6,h%)
- / TA(TY, g7 )ch(F, E1(F), b, h) + ch(R*ma.&, W VTIY) pHEYFiy)y,
Y

Pour le complexe (F,v + §), par le théoréeme 11.1, on a dans P</P3°
(12.11) To(w", 0¥ +v +6,h%)
= Ty(w", h%) + ch(E(F), H(E(F)), hEH) pHF1v)),

Pour le complexe (F,v), en utilisant les théorémes 11.1, 11.2 et (12.8), on a
dans PS/PS0

(12.12) To(w",h") = / TA(TY, g™ )ch(F, &(F), b7, h&1 )
Y

+ To(wY, W& D)) = ch(E(F), By (F), WP pHYED),
Pour le complexe (£;(F),§), par les théoremes 11.1 et 11.2, on a dans P¥ /P50

(1213) TQ(wV, hgl(}-)) — TQ(WV, hRﬂ'l*E)
— Ch(E\ (F), By, W E1(F) P2y

+ / TA(TY, g™ )eh(E1(F), & (F), 1), pfime),
Y

Par la définition 10.15, (12.10)—(12.13), on a dans P /P50
(12.14) Ty(w",0Y +v,h")
= Ta(w", h™+8) + ch(By, H(Z,§| 5), b2, hH O FIY))
ch(E:(F), Eipr (), b ), n: )

+/YTd(TY,gTY)[ i
— ch(F,E1(F), n7, hF)} .

1
=0
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Par le théoréme 10.7 et (12.7), on a dans PV /PV:0

1
(12.15) 2&1(&-(}“), Ei 41 (F), hEF) pEa(9)
1=0 1
- Z&I(/Ei(f)a/gi-i-l(f)ah/gi(f);hlgi+1(]:)).
1=0

De (12.5), (12.14) et (12.15), on tire le théoréme 3.11. []

BIBLIOGRAPHIE

[ABoP] Atrvan (M.F.), Bort (R.), Paropt (V.K.). — On the heat equation and
the Index Theorem, Invent. Math., t. 19, 1973, p. 279-330.
[BaFM] Bauwm (P.), Furron (W.), MACPHERSON (R.). — Riemann-Roch for singular
varietes, Publ. Math. IHES, t. 45, 1975, p. 101-146.
[BeGeV] BerLINE (N.), GETZLER (E.), VERGNE (M.). — Heat kernels and the Dirac
operator. — Grundl. Math. Wiss., 298, Springer, Berlin-Heidelberg-New
York, 1992.
[BerB] BErRTHOMIEU (A.), BismuT (J.-M.). — Quillen metric and higher analytic
torsion forms, J. Reine angew. Math., t. 457, 1994, p. 85-184.

[B1] Bismut (J.-M.). — The Index Theorem for families of Dirac operators : two
heat equation proofs, Invent.Math., t. 83, 1986, p. 91-151.

[B3] BismuT (J.-M.). — Koszul complexes, harmonic oscillators and the Todd
class, J. Amer. Math. Soc., t. 3, 1990, p. 159-256.

[B4] Bismur (J.-M.). — Families of immersions, and higher analytic torsion,
Astérisque, 244, 1997.

[B5] Bismur (J.-M.). — Familles d’immersions et formes de torsion analytique

en degré supérieur, C.R.A.S. Paris, t. 320, série I, 1995, p. 969-974.
[BCh] Bismur (J.-M.), CHEEGER (J.). — n-invariants and their adiabatic limits, J.

Amer. Math. Soc., t. 2, 1989, p. 33-70.

[BGS1] Bismut (J.-M.), GiLLeT (H.), SouLt (C.). — Analytic torsion and holomor-
phic determinant bundles I, Comm. Math. Phys., t. 115, 1988, p. 49-78.

[BGS2] Bismut (J.-M.), GiLLeT (H.), SoULE (C.). — Analytic torsion and holomor-
phic determinant bundles II, Comm. Math. Phys., t. 115, 1988, p. 79-126.

[BGS3] BismuTt (J.-M.), GiLLeT (H.), SouLt (C.). — Analytic torsion and holomor-
phic determinant bundles I1I, Comm. Math. Phys., t. 115, 1988, p. 301-351.

TOME 127 — 1999 — ~° 4



FORMES DE TORSION ANALYTIQUE 621

[BK6] Bismut (J.-M.), KO6uLER (K.). — Higher analytic torsion forms for direct
images and anomaly formulas, J. Alg. Geom., t. 1, 1992, p. 647-684.
[BL] BismuTt (J.-M.), LEBEAU (G.). — Complex immersions and Quillen metrics,
Publ. Math. THES, 74, 1991, p. 1-297.
[BS] BoreL (A.), SERRE (J.-P.). — Le théoréme de Riemann-Roch, Bull. Soc.
Math. France, t. 86, 1958, p. 97-136.
[CE] CartaN (H.), EILENBERG (S.). — Homological Algebra. — Princeton, 1956.
[CP] CuARAZAIN (J.), P1rIOU (A.). — Introduction a la théorie des équations aux
dérivées partielles. — Gauthier-Villars, Paris, 1981.
[D] Dar (X.). — Adiabatic limits, non multiplicativity of signature and Leray
spectal sequence, J. Amer. Math. Soc., t. 4, 1991, p. 265-321.
[F] Farrings (G.). — Lectures on the arithmetic Riemann-Roch Theorem, Ann.
Math. Studies, Princeton University Press, 1992.
[Ge] GETZLER (E.). — A short proof of the Atiyah-Singer Index Theorem,
Topology, t. 25, 1986, p. 111-117.
[GrH] GrirrrTHs (P.), HARRIS (J.). — Principles of Algebraic Geometry. — Wiley,
New-York, 1978.
[Grot] GROTHENDIECK (A.). — Sur quelques points d’algébre homologique, Tohoku
Math. J.; t. 9, 1957, p. 119-221.
[GS1] GiLLeT (H.), SouLE (C.). — Analytic torsion and the arithmetic Todd genus,
Topology, t. 30, 1991, p. 21-54.
[GS2] GiLreT (H.), Sourk (C.). — An arithmetic Riemann-Roch Theorem,
Invent.Math., t. 110, 1992, p. 473-543.
[KM] KnupseN (P.F.), MumrorD (D.). — The projectivity of the moduli space of
stable curves I, Preliminaires on “det” and “div”, Math. Scand., t. 39, 1976,

p- 19-55.
[Ma] Ma (Xiaonan). — Formes de torsion analytique et familles de submersions,
C.R. Acad. Sciences Paris, t. 324, série I, 1997, p. 205-210.
[Mal] Ma (Xiaonan). — Formes de torsion analytique et familles de submersions

II, & paraitre.
[MKS] Mckean (H.), SiNgeR (I.M.). — Curvature and the eigenvalues of the
Laplacian, J. Diff. Geom., t. 1, 1967, p. 43—69.
[Q1] QuiLLeN (D.). — Higher K-theories 1., Springer Lecture Notes in Math.,
341, Springer, Berlin, 1973, p. 85-147.
[Q2] QuiLLEN (D.). — Superconnections and the Chern character, Topology,
t. 24, 1986, p. 89-95.
[RS] Ray (D.B.), SinceR (I.M.). — Analytic torsion for complex manifolds, Ann.
of Math., t. 98, 1973, p. 154-177.
[T] TayLor (M.).— Pseudodifferential operators.—Princeton University Press,
Princeton, 1981.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



