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Résumé Dans cette Note, on étend les résultats sur le comportement par immersion des formes
de torsion analytique holomorphes dans un contexte équivarRmol. citer cet ar-
ticle: J.-M. Bismut, X. Ma, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 893-897. 0 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Families of equivariant immersions and analytic torsion forms

Abstract In this Note, we extend the known results on the behaviour by immersion of the holomor-
phic analytic torsion forms to the equivariant caBecitethisarticle: J.-M. Bismut, X. Ma,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 893-897. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

0. Introduction

La métrique de Quillen [19] est une métrique naturelle sur le déterminant de la cohomologie d'un fibré
holomorphe hermitien sur une variété complexe compacte kéhlérienne, gu’on construit a I'aide de la torsion
analytique de Ray-Singer [21]. Cette métrique posséede des propriétés remarquables[8], en particulier parce
gu’en situation relative, la courbure de la connexion hermitienne sur le fibré déterminant est donnée par une
formule explicite locale, compatible au théoreme de Riemann—Roch—Grothendieck au niveau des formes
différentielles.

Dans [10], Bismut et Lebeau ont étudié le comportement par immersion de la métrique de Quillen. Dans
leur formule, apparait en particulier le genre addttik) de Gillet et Soulé [12]. Ce résultat a en particulier
permis a Gillet et Soulé [13] de démontrer un théoréme de Riemann—Roch arithmétique pour le déterminant.
Dans [5], on a étendu le résultat de [10] aux formes de torsion analytiques construites dans [7] et [9]. Ce
résultat a été utilisé par Roessler [22] pour démontrer le théoreme de Riemann—Roch arithmétique pour
toutes les classes de Chern.

Dans [3], on a donné une construction d’'une version équivariante du geteegenreR (9, x), et on a
conjecturé qu'il devrait apparaitre dans une version arithmétique équivariante a la Lefschetz du théoréme
de Riemann—Roch—Grothendieck. Dans [4], on a défini une version équivariante de la métrique de Quillen,
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pour lequel on a montré un analogue équivariant du résultat de [10], ou apparait précisément le genre
R0, x).

Kohler et Roessler [15] ont démontré une formule de Lefschetz arithmétique pour le déterminant
eéquivariant, qui généralise la formule de Gillet et Soulé [13].

L'objet de la présente Note est d’annoncer I'extension naturelle des résultats de [5] dans un contexte
équivariant, extension conjecturée dans [16]. Plus précisément, on étudie le comportement par immersion
des formes de torsion analytique holomorphes équivariantes construites dans [17]. La formule obtenue
étend les résultats de [4] en degré arbitraire.

Les résultats annoncés dans cette Note sont démontrés dans [11]. Des applications de ce résultat sont
données dans Kohler [14] et Maillot—Roessler [18].

1. Lecadregéométrique

Soiti : W — V un plongement de variétés complexes, Saine variété complexe. Sotty : V — S une
submersion holomorphe de fibre compaktenduisant une submersion holomorphg : W — S de fibre
compacteY, qui est donc plongée dans. Soit n un fibré holomorphe suWw, soit (¢, v) un complexe
de fibrés holomorphes s qui résout le faisceai,Ow (n). On a ainsi un morphisme de restriction
r : &|w — n de telle sorte qu’on a une suite exacte de faisceau¥ sur

(E,0) 10— &y > Eo1 — - — Eg- - — iy — 0. (1.1)

Soit G un groupe de Lie compact agissant holomorphiquemerif spréservant les fibre¥ et la sous-
variétéw c V.

On fait I'nypothése que leR! ry . sont localement libres. Alors I6& 7y £ sont également localement
libres. De plus, on a I'isomorphisme dgfibrés holomorpheZ-gradués sus,

Rmy & >~ Rawsn. (1.2)

On fait 'hypothese que la fibratiomy : V — S est k&hlérienne au sens de [8]. De maniére équivalente,
il existe une(l, 1) forme réellew" surV, qui est fermée, et qui induit une métrique de Kahler le long
des fibresX. Ainsi, si JTRX est la structure complexe d&r X, alors " (JTRX .) est une métrique
Hermitienneh” X surT X. On supposera dans la suite qule estG-invariante.

Onposan"” =i*w". Alors y est encore une fibration kahlérienne pour la forstte qui induit surTY
une métriquex’Y .

Soithé = Py h% une métriques-invariante sué = @, &, Soith” une métriques-invariante su.
Soit Ny, x le fibré normal & dansX, soit AN7/x une métriqueG-invariante SurNy,x. On suppose que
la métriqueh vérifie 'hypothése (A) de [2] relativement aux métriques hV7/x . Cette hypothése est
une version métrique du résultat classique d’'unicité locale des résolutions. Par [4, Proposition 3.5], on sait
gu’on peut choisir la métriqué-invarianteh® de telle sorte que I'hypothése (A) soit vérifiée.

2. Lesformesdetorsion analytique équivariantes

Soit PS I'espace des formes®€ sur S qui sont des sommes de formes de typep). Soit PS’SC PS
I'espace des € PS telles qu'il existe des formes€sur S, notéess, y pour lesquelles = 38 + 9y .

Soit (Y, n),ﬁy) la famille surS des complexes de Dolbeault des fibdésa coefficients dang.

Alors G agit naturellement sui2' (Y, n),ﬁy). Soit x 'opérateur de Hodge. On murtit (Y, n) du produit
hermitien fibre a fibre

/ 1 /
<S,S):W/)/<S/\*S )h”- (21)

On fixeg € G. SoitV, C V la sous-variété complexe des points fixegdtansV, qui est fibrée sus,
de fibreX, C X, soitW, C W la variété correspondante dais dont la fibre susS estY,.
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Par hypothéseRmw .7 est un fibré holomorphe localement libre de fitslfgY, n|y).

Soitd"* radjoint formel ded” relativement & (2.1). On pos®’ =3 +3" *. Par la théorie de Hodge,
ona

H'(Y,n) ~kerD". (2.2)

Soith ' Y- |a métrique suH (Y, n) induite par (2.1), quand on utilise I'identification (2.2).

Dans la suite, les formes de Chern—Weil sont calculées relativement a la connexion holomorphe
Hermitienne sur le fibré vectoriel considéré. Ainsi, THY, 2"Y) désigne la forme fermée s, qu’on
obtient & partir du genre Todd dans la formule de points fixes de Lefschetz—Atiyah—Bogt izeiméme
ch, (, ™) est la forme de caractere de Chern ppsur W, qui apparait dans la méme formule. De méme
g agit sur le fibré holomorphe hermitigid (Y, n). On peut donc définir la forme fermée correspondante
chy (H (Y, nly), k' -11»)) associée a la métrique! 1y),

Soit Tg(ww,h”) e PS les formes de torsion analytique holomorphes équivariantes construites dans
[9,17]. Ces formes sont telles que

%Tg (0", ") =chy (H(Y, yly), W10 —/ Td (TY,h"")chg (n, h"). (2.3)
YA’

Rappelons briévement la construction Bgw" , ). Soit T# W le fibré orthogonal &Y dansT W
pour la formew" . Soitw"-# la restriction dewV aT7H# W. Alors »"-# est une section dej, A%(T5S)
sur W. Pouru > 0, soit B, la superconnexion de Levi-Civita sur le fibrégraduéQ (Y, n) associée a
(THw,hTY h") au sens de [1] de paramétre: u/2. Soit N}, I'opérateur de nombre d@ (Y, n). On pose

wW,H
NY =Ny +i —. (2.4)

On utilise maintenant le formalisme de Quillen [20]. Ainsk T¥ésigne la supertrace évaluée sur les
endomorphismes a trace €e(Y, n).
Soity I'endomorphisme de (75 S) donné paer — (2ir)~9%/2¢. Pouru > 0, on pose

vu=oTr [N, exp(—B7)]. (2.5)

Alors Tg(a)W, h') est la dérivée en = 0 de la transformée de Mellin dey,,.

Il résulte de [9] et [17] que la classe dg(»", k") dansPS/PS:0 ne dépend que de’”, h". Plus
généralement, on peut évaluer la dépendance de cette classe par ragpoitBen termes des classes de
Bott—Chern de [6]. Pour plus de détails on renvoie a [5, Chapitre 2].

3. Lesformesdetorsion analytique équivariantes d’un double complexe

En procédantcomme en [10,5], on peut construire les formes de torsion analytique associées au complexe

de fibrés(&, v) sur V. Soit en effetNy I'opérateur de nombre dg. Soit (Q‘(X,?;),ﬁx + v) le double
complexe de DolbeaulZ-gradué palN\),( — Ny dont la cohomologie est I'hypercohomologie glePour
u > 0, on pose

V.H
N =N - Ny +iZ—. (3.1)
u

u

Soit B, la superconnexion de Levi-Civita, qu'on construit comme précédemment, ou l'opérateur de

Dolbeaultd”™ est remplacé paﬁx + v. Soit H (X, &) I'hypercohomologie d& dans les fibres<. En

procédant comme précédemmeht,(X, &) est un fibré holomorphe hermitien, muni d’'une métrique
pH (X8,
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Comme dans [5, Chapitre 3], on peut alors construire les formes de torsion analytique équivariantes du
double complexe, de telle sorte que

— Ty (0", h¥) =chy (H(X, £|x), kT XEX)) — / Td, (T X, h"*)chy (5, h%). 3.2)
Xé’

Pour construire ces formes, on procede comme dans la Section 2, en remplacant en par,ﬂ’cpbeﬁx.

4. Laformule de comparaison

Soitz(0, x), n(0, x) les parties réelles et imaginaires de la fonction de Ldr@h s) = Z:;"l’ ei”g/ns.
On rappelle que la série formellR 6, x) définie dans [3] est donnée par

~ 1 n x" 1 ile X"
R(e,x>=Zi(Z—.n(e,—n>+2—(e,—n)>—+ > (Z—.;(e,—n)+2—<9,—n>>—.
— ] as n! — j as n!
n=>0 \j=1 n>1 j=1
n pair n impair

(4.1)

Rappelons que suv,, g agit sur7 X|x,. On désigne par, (T X) la classe de cohomologie s,
obtenue en scindafitX|x, selon les angles de I'action deg, et en évaluant le genre additif correspondant
surTX|x,.

Soit Tg (&, h) le courant suW, construit dans [4, Section 6] tel que

EE] _
20 () = (T ™ (N V7Y ey (. 17}y — y (6.). @2)
Le front d’onde de7 (£, 1) estinclus dand’y x, r-

Soitf'ag(TY, TX|w,, h"*) la classe de Bott-Chern s, telle que

90 —
5 10 (TY. TXlw,, W) =Tdg (T X|w,. k") = Tdg (TY, k") Tdg (Ny/x, hNV/¥). (4.3)

On construit de méme la classe de Bott—Crayr(H (Y, n|y), k1 X:E0 pHX110)y sur s telle que

00 ~
Echg(H(Y, nly), hHXEx hH(Y,nly)) = chg(H(Y, nly), hH(Y,nIY)) _ chg(H(X, Elx), hH(X,§|X))'

(4.4)
Le résultat principal annoncé dans cette Note est le suivant.

THEOREME 4.1. — Onal’identité

C~hg (H(Y, nly), hH(X,SIX)’ hH(YJ?IY)) — T (a)W, h") + T, (a)V’ hé)

Td, (TY, T X|w,, hT¥
:/ ng(TX,hTX)Tg(S,hS)—/ 3( |Wg )
X

v, Tdg(Nysx,hNv/x)
+/ ng(TX)Rg(TX)chg(s)—/ Tdy(TY)Ry(TY)chy(n) dans P5/PS0.

8 Yg

ch, (n,h")

8

Supposons maintenant qﬂénv*sj =0 pouri >0, 0< j <m et queR'my.n =0 pouri > 0. Alors
on a la suite exactk de fibrés holomorphes hermitiens syr

K:0—> HOX,&n) > HO(X, Em_1) - — HOX, &0) > HO(X, &) — 0. (4.5)
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Soith la métrique hermitienne évidente sar Soitc~hg(IC, hXy e PS/PS-0a classe de Bott—Chern telle
que

%th (K, K = chy (HO(X, &|x), hH X510) — > (=Dichy (H(X, &x), RHOX &0, (4.6)
i=0
THEOREME 4.2. — Onal’identité,
Te(w" h*) = (=) Ty (0", h¥) — chy (K. ”*) =0 dans PS/ P50, (4.7)

i=0
5. Principe delapreuve

Les preuves des Théoremes 4.1 et 4.2, données dans [11], mélent les techniques de [4] et [5]. Il s’agit en
effet de combiner les techniques d’indice relatif utilisées dans [4] avec les techniques de point fixe de [5].
Les méthodes d’analyse fonctionnelle de [4] s’appliquent sans aucune modification, les techniques d’'indice
relatif local sont remplacées par des méthodes d’indice relatif équivariant local.
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