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从概率到几何，
Jean-Michel Bismut 的数学工作纵览

Xiaonan Ma (麻小南)
Jean-MichelBismut的数学工作涵盖两个数学分支：概率

论与流形上的几何分析．来自概率论的思想在他的几何著作

中发挥着重要作用．数学物理也是他诸多工作的动机.

在这篇文章中，我们将首先介绍Bismut的更具概率属性

的工作．文章的第2部分将介绍Bismut在几何上的贡献.

1.概率论工作 Jean-Michel Bismut

Jean-MichelBismut于1967年考入巴黎综合理工大学，他上了LaurentSchwartz（施

瓦兹）的数学课，还有JacquesNeveu的概率论以及PaulMalliavin（马利亚万）的调和分

析．1970年以第一名的成绩毕业并进入CorpsdesMinesl），Bismut于1973年在Jacques-
LouisLions（利翁斯）与Jacques Neveu的指导下获得巴黎六大授予的数学国家博士学位，

他的博士论文题目是《凸分析与概率（Analyseconvexeetprobabilités）》：

我们将描述他博士论文的一个结果，其中方法将决定他后来的部分工作.
回顾一下，如果我们通过在适当条件下考虑泛函JL(t,at，ut)dt+Φ(rT）的极值，

来控制一个如下类型的常微分方程

it= f(t,at, ut), (1.1)
Pontryagin（庞特里亚金）极大值原理允许我们构造一个相关的Hamilton（哈密顿）量

H(t,c,p,u).我们在约束条件H=0下求解相空间（ar,p）中对应的Hamilton方程．该
解的分量就是初始变分问题的极值解。

在他的博士论文[1]以及[2]中，Bismut建立了Pontryagin极大值原理的随机版本
我们要控制下述Ito（伊藤）型的随机微分方程

m

dct = f(t, at, ut)dt +o:(t, t, u)ou, (1.2)
1

其中w是m维Brown（布朗）运动，Sw是它的Ito微分，u是一个仅依赖于w过去状态

的控量．我们想找到泛函E[JL(t,at,ut)dt+Φ(aT)的极值，其中E表示期望.
新的Hamilton量可以写成如下形式：

3e = (p,f) + (H, o) - L. (1.3)
译自：https://www.insmi.cnrs.fr/fr/cnrsinfo/des-probabilites-la-geometrie-
un-apercu-des-travaux-de-jean-michel-bismut, DES PROBABILITES A LA GEOM-
ETRIEUN APERCU DES TRAVAUX MATHEMATIQUES DE JEAN-MICHEL BISMUT,
Xiaonan Ma. Copyright @La Lettre de IINSMI 2023. All rights reserved. Reprinted with
permission.La Lettre de I'INSMI授予译文出版许可.
作者的邮箱地址是XIAONAN.MA@IMJ-PRG.FR.

1）法国高级公务员的一种.一一译注



14

在（1.3）中，H表示仅依赖于过去状态的另一个过程．Bismut建立了下述Hamilton方程
组

da=Opdt +OH.Sw, c(0) = T0,
dp =-Ordt +Og.w, PT = -O,d(cT), (1.4)

光=0.

与确定性控制情形类似，受控过程α满足初始条件，而对应的仅依赖于Brown运动过

去状态的对偶过程p满足终止条件．这个矛盾只是表面的：H的选择让我们能解这个方
程．过程p满足的方程（1.4）现在被称为“倒向随机微分方程”.

Bismut将随机Pontryagin极大值原理应用于带有二次判据的线性随机微分方程中

[4],并且应用于经济增长的数学模型[3].
上世纪90年代，EtiennePardoux与彭实戈发展了Bismut的思想，构建了倒向随机

微分方程理论，并建立了这个随机极大值原理的各种版本．这一原理已经成为金融数学
的主要工具之一，

Bismut在概率论上的另一工作[5]与Malliavin分析有关．Malliavin基于无穷维谐

振子证明了Brown运动的概率空间上的一个分部积分公式．Bismut利用Girsanov（吉尔

萨诺夫）定理给出了研究Malliavin分析的另一种方法，Girsanov定理是关于Brown测度

在某些随机平移下保持准不变性的公式，以此可立即得出分部积分公式．后来Bismut将
他的上述方法与大偏差理论结合起来[7].这些结果将在他的局部指标理论成就上扮演重

要角色.
为解释Bismut的研究方向往指标理论的转变，我们需要重申任意分部积分公式都源

于某个对微分形式积分的Stokes（斯托克斯）公式．Bismut将逐步尝试找出Malliavin分

析的上同调内涵，

2.Atiyah-Singer指标定理及其应用

Bismut后续转向研究Atiyah-Singer（阿蒂亚－辛格）指标定理及其应用．如果X是
一个n（偶数）维紧流形，P是一个椭圆微分算子，P的指标则是P的核空间与余核空间

维数之差．该指标只取决于P的主象征．1963年的Atiyah-Singer定理通过与主象征相
关的示性类1）给出了P的指标的上同调表达式.

Atiyah与Singer发现了作用在旋量与向量丛E的张量积的几何Dirac（狄拉克）算

子．deRham-Hodge（德拉姆－霍奇）算子d+d*,Dolbeault（多比尔特)-Hodge算子百+*
都可以看成是Dirac算子．Atiyah，Bott与Patodi证明了Dirac算子的指标定理可以推
出任意椭圆算子的Atiyah-Singer定理.

2.1 超迹

我们有关于Dirac算子的指标定理的一个局部版本。实际上对于这样的一个算子D，

谱理论的论证表明

Ind D+ = Trs [exp (-tD2)] , (2.1)
1）与向量丛关联的上同调类称为示性类. 原注
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对于任意t>0成立，其中Trs表示超迹1）如果Pt(c,α）表示热算子exp（-tD2）的相对
于 Riemannn（黎曼）体积元da'的Cα核，我们有

Ind D+ = Tr [P. (a, 2)] de. (2.2)
我们知道当t→0时，Trs[Pt(α,α)】有如下rs[Pt（c,α)】有如下类型的一致渐近展开

Trs [Pt (α, a)] = ak (a) th + O (tN+1) (2.3)
kEZ

-n/2≤k≤N

其中这些系数ak（α）只依赖于局部的几何量．McKean和Singer于1967年猜想：如果
D=d+d*,那么“奇迹般的抵消”会发生在Trs[Pt(α,a)]上，对于k<0,ak=0并且ao
和陈省身从TX上的Levi-Civita（列维-齐维塔）联络出发构造的Euler（欧拉）形式一
致．该猜想很快被推广至所有的几何Dirac算子上．McKean-Singer猜想（即局部指标

定理）由Patodi,Gilkey，Atiyah-Bott（博特)-Patodi证明．Bismut给出了局部指标定理与

Lefschetz（莱夫谢茨)不动点定理的一个概率证明[6].亏格A由Paul Lévy（莱维）的面积

公式得到.
局部指标理论取得了长足的发展，这里我们不再介绍．特别是Bismut将其发展为探

索与指标理论相去甚远的数学问题的一种工具．我们在此描述Bismut关注过的两个问

题.
(1)对于Dirac算子簇，指标定理有一个相对版本，这时指标取值于底流形的偶数维上

同调。Bismut[8]给出了Dirac算子簇的指标定理的一个局部版本，其中利用Chern-Weil
(陈省身－韦伊）理论，上同调类被对应的显式微分形式取代．Bismut为此利用Quillen
(奎伦）的超联络理论，构造了对应于流形簇（或纤维丛）的所谓的Bismut超联络．在

Berline-Getzler-Vergne的书[13]中，以更偏向表示论的不同视角重新处理了部分结果.

Bismut超联络在所有后续构造中都有出现，例如Bismut-Cheeger形式[11],Bismut-
Kohler全纯解析挠率形式[10,14]以及平坦向量丛的Bismut-Lott挠率形式[16].

(2)在Quillen 工作的基础上，Bismut 与Freed [9],Gillet-Soule[10],Lebeau[12] 一道
发展了Dirac算子簇的行列式理论、全纯向量丛的直像的带有Quillen度量的行列式线丛

理论．这些结果在Gillet与Soule证明Arakelov（阿拉克洛夫）几何中的Riemann-Roch
(罗赫)-Grothendieck（格罗滕迪克）定理时发挥着至关重要的作用.

2.2 行列式

我们现在更具体地描述上述某些结果．假设E是一个复流形X上的一个全纯向量

丛，令H（X,E）表示相应的Dolbeault复形的上同调，入表示该上同调的行列式2)，将

调和形式的L2度量用Ray（雷)-Singer全纯解析挠率加以修正，我们就得到了入上的
Quillen度量．所谓Ray-Singer全纯解析挠率是HodgeLaplace（拉普拉斯）算子的行列式
在不同次数上的加权交错乘积．这些行列式由对应zeta函数在0点处的取值定义．因此

1)在一个Z2-分次向量空间E=E+④E_上，如果是定义该Z2-分次的对合映射，则AEEnd(E)
的超迹定义为Trs[A]=Tr[TA].—原注

2）如果E是一个有限维复向量空间，则detE=^maxE.如果E还是Z-分次的，detE则是不同分
次的行列式的交错乘积. 一原注
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解析挠率就是Hodge Laplace算子的一个谱不变量．在纤维丛情形下，入是底流形上的
Hermite（埃尔米特）全纯线丛．Bismut-Gillet-Soule曲率定理指出，在适当条件下，这个

Hermite全纯线丛入的曲率由局部显式公式给出，这在微分形式层面上改进了行列式线
丛的 Riemann-Roch-Grothendieck 定理.

Bismut-Lebeau的工作聚焦于Quillen度量在嵌入映射的行为.该工作构造了这些度量

的局部比较的局部表达式，利用了Bismut-Gillet-Soulé另一工作构造的流动形1)。Bismut
在[17]中将该结果推广到嵌入与淹没的复合映射情形.

Ray-Singer猜想描述了两个不变量是相等的，其一是组合不变量Reidemeister（赖德
迈斯特）挠率，其二是deRham理论中HodgeLaplace算子的谱不变量Ray-Singer实挠
率.Bismut与张伟平[15]沿着上述工作的相似思路，给出了该猜想的一个新证明.Bismut-
张的结果也可应用到任意的平坦向量丛，其中修正项会出现．Bismut-张的证明利用了

Witten（威顿）Laplace算子，该算子是通常Hodge理论的基于体积元的修正的形变，

通过发明和应用新的数学对象，Bismut为指标理论的革新做出了贡献，以他命名的

超联络就是一个例证．他还发展了全新的技术，比如Bismut和Lebeau在他们关于复嵌

入的开创性论文中引入的技术，其中谱理论、局部指标理论与概率论以出人意料的方式交
汇融合，并产生了诸多应用．研究Bergman核的专著[19]就部分受到了Bismut-Lebeau
文章的启发.

3.亚椭圆圆Laplace算子

3.1 无处不在的谐振子

众所周知，在Schrodinger（薛定）算子的谱局部化问题中，为了建立该算子特征函

数的局部化模型，我们通常会化归到Schrodinger算子变成谐振子2）的模型情形.
我们想知道这个谐振子的出现是否与一个更为本质的谐振子的存在性相关联，如果

的确如此，那么这个谐振子会有什么用．这些是Bismut将要试图回答的问题，

3.2 WittenLaplace算子与亚椭圆Laplace算子

亚椭圆Laplace算子的第一个版本出现在Morse（莫尔斯）理论的背景下．在赋予

Morse函数f的流形X上，我们已经提到过Witten的Laplace算子.
在Riemann流形X的闭路空间LX上，Bismut提出了Witten的Laplace算子是否

存在的问题．由于HodgeLaplace算子在LX上不存在，Bismut想构造Witten形变的半

经典版本。Bismut最终带来的并不是构造LX上Hodge理论的Witten形变，而是构造

X上通常的Hodge Laplace算子的亚椭圆形变[18].在这个构造过程中，有一个额外参数

b>O,对应了LX上Witten形变的参数.

设是生成测地流的余切丛上的向量场，Ly是关于的Lie 导数，亚椭
圆Laplace算子L是X上形如

L H LYH
+·：62 6

1）他们将这个流动形称为Bott-Chern流动形.——译注2）R上的谐振子是算子为+Chm流动译注
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的微分算子，其中H是余切丛的一个谐振子，，···表示低阶项．由Hormander（赫尔曼
德尔）的理论可知，算子录+L是亚椭圆的.

Bismut与Lebeau[20]建立了亚椭圆Laplace算子的解析性质．他们书中的主要结果
正如所料，说的是deRham理论中的Ray-Singer解析挠率在亚椭圆形变下保持不变.

我们在这里强调3点

(1）算子L是统计力学中熟知的Fokker-Planck算子的一个几何版本.

(2）当b→0时，Laplace算子L在适当的意义下收敛到X上通常的HodgeLaplace
算子口/2.

(3）朴素地感觉，当b→+oo时，L会收敛到算子-LyH.Bismut-Lebeau的解析
工作主要关注的是6→0时的收敛情况.

亚椭圆Laplace算子给出了Laplace算子与测地流之间的一种自然过渡，Bismut在
后续工作中将利用这个事实研究迹公式。

3.3 迹公式与轨道积分

1950—1978年发展起来的Selberg（塞尔伯格）迹公式与Harish-Chandra（哈里希－钱

德拉）关于轨道积分的Plancherel（普朗谢雷尔）公式在表示论与数论中发挥着根本性的

作用．它们给出了一种算法，可以借助轨道积分计算某些作用于G/I上L²函数空间的
算子的迹，其中I是G的算术子群.

Bismut[21]从微分几何观点研究这些轨道积分，他证明了亚椭圆Laplace算子的另

一版本可以使这个研究变得可能．尽管对一般Riemann流形的亚椭圆形变，仅会有某些

谱不变量保持不变，但是Bismut将证明对于他构造的亚椭圆形变，且特定于局部对称空

间上，Laplace算子的谱根本上保持不变，这个观点有助于他给出关于群上Laplace算子
即Casimir（凯西米尔）算子的半单轨道积分的局部显式几何公式．为了构造这个新的亚

椭圆形变，Bismut利用了由Kostant（科斯坦）引入的另一个Dirac算子.
文献[23]给出了Bismut这些结果的详细回顾，以及由申述得到的这些公式的一个

应用：1986年提出的Fried猜想的解决，即对于非紧形局部对称空间，解析挠率与Ruelle
(吕埃尔)的动力zeta函数在0点处的取值相等.

3.4 复几何中的亚椭圆Laplace算子

在复几何中，Bismut构造了亚椭圆Laplace算子的另一版本．其动机有所不同.

这涉及到克服在由椭圆Laplace算子展开的局部指标的计算中不可避免的局部障碍的问

题．申述，韦兆汀与Bismut[22，24]证明了一个取值在Bott-Chern上同调的Riemann-
Roch-Grothendieck定理，该定理可以应用到任意的紧复流形以及对应的凝聚层上．亚椭

圆Laplace算子在上述主要定理的证明中发挥着根本作用.

4.结论

Bismut在与MichaelAtiyah，Paul Malliavin，Daniel Quillen的交往中直接受到了他

们的影响，

此外，Bismut在奥赛巴黎第十一大学的数学系度过了他的数学生涯. 该系在他作为
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数学家的成长过程中发挥着至关重要的作用，这要归功于那里特别的学术氛围，以及他

在那里结交的朋友们
从1996—2008年，Bismut与Gerd Faltings（法尔廷斯）一起担任《数学发明（Inven-

tiones Mathematicae）》的主编．他曾是国际数学联盟执委会委员（1998—2002）和副主席

(20022006).
通过在倒向随机微分方程，Malliavin分析，指标理论，亚椭圆Laplace算子的工作，

Bismut对概率论，微分几何，流形上的分析做出了根本性的贡献，他的工作在数论与表

示论中也有重要应用．Bismut为将概率论置身于当代数学的核心中做出了非凡贡献

我们希望本文对Bismut工作的描述可以让读者对他数学成就的深度与广度有一些

感受.
编注J.-M.Bismut的照片引自邵逸夫奖网站https://www.shawprize.org/laureates/

mathematical-sciences/2021.
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（邵国宽译 姚一隽 校）

更正与补充

2022年第4期文“从零熵到正熵”有如下更正与补充。

页 行 误 正
306 5 递归集 回复集
308 6 横截同宿相交 横截同宿交
308 16 横截同宿 横截同宿交
308 图5注 横截同宿 横截同宿交
309 11 拓扑熵消失 拓扑熵退化
309 17 返回的 回复的

页 行误 正
309 19 返回集 回复集
309 21 返回的 回复的
309 22 声称 断言
319 20 陷俘 内陷
319 33 最终的周期2 最终周期2

321 4 最终的周期2 最终周期2

又，按本文作者要求，补充两位原作者与Charles Tresser合作的一篇已被接受发表

的最新的文献：

[CPT] S. Crovisier, E. Pujals, C. Tresser, Mildly dissipative diffeomorphisms of the disc with
zero entropy. ArXiv:2005.14278. To appear in Acta Mathematica.


