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Le résultat principal
Formule des traces de Sclbc!,
Formule explicite de l’intégrale orbitale de Bismut

Laplacien et noyau de la chaleur

(M, g™) variété riemannienne compacte C°.
(F, ht") fibré vectoriel hermitien sur M, V¥ connexion
hermitienne sur F'.

e Laplacien (opérateur elliptique auto-adjoint d’ordre 2)
AF = —VPVE L o™(M, F) — C=(M, F).
o Exemple : Sur R™, A= 37", &C
e Pourt >0,
F & F
Tr[e! ] = Ze‘t’\j :/ Tr[e!® (z, z)]dx.
j=1 M

Question : Evaluer ‘explicitement’ Tr[e!2"]?
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Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de l’intégrale orbitale de Bismut

Groupe de Lie réductif

e (G groupe de Lie réductif connexe, d’algebre de Lie g.
K C G sous-groupe compact maximal d’algebre de Lie ¢.

@ Décomposition de Cartan g =p @ ¢.
e B :gxg— R forme bilinéaire symétrique Adg-inv. t.q.

Bl, >0, Blg <0, p L&t

e Exemple : G = SLy(R) = {A € GLy(R),det A = 1},
K =80(2).

R e (N Ut

B(u,v) = 2T [uv], u,v € sly(R) C End(R?).
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Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de l’intégrale orbitale de Bismut

Opérateur de Casimir et espace symétrique

o Opérateur de Casimir C'9 : opérateur différentiel
d’ordre 2 invariant sur G.

e X = GG/K espace symétrique, exp : p ~ X.

e p¥: K — U(E) une représentation unitaire de K.
F = G x i E fibré vectoriel sur X.

e Sur C*(X,F)=C>(G,E)X, on a
Crg — —AF—FCE’F,

ot C*F € End(F). Si F =C, C* = 0.

Xiaonan Ma Laplacien hypoelliptique et intégrales orbitales



Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de l’intégrale orbitale de Bismut

Espaces localement symétriques

e Pour ¢ € R fixé, on pose
1 1
L=-C'"+—c.
2 + 2
o [' C G sous-groupe discret sans torsion cocompact.
[ agit librement sur X et Z = I'\ X compacte.
e Z =T\ X espace localement symétrique.

I'=m(Z) et X est le revétement universel de Z.
@ F'=G xg F descend a Z.

Trle 7] = /ZTr[e_tLZ(z,z)]dz

= /F\X Z Trlye " (v7'%,%)]d>.

yel

Xiaonan Ma Laplacien hypoelliptique et intégrales orbitales



Le résultat principal
ces de Selberg
e de lintégrale orbitale de Bismut

Formule des traces de Selberg

e Z(v) C G centralisateur de v € G dans G.

e Pour v € G semisimple, l'intégrale orbitale Trl e
définie comme une intégrale sur Z(v)\G.

X
tll]

o [' C G sous-groupe discret sans torsion cocompact.
e Selberg (1960) : V v € T', 7y est semisimple.
e Formule des traces de Selberg (1956) : Z = T'\ X,

Trle 4] = S Vol (r N Z(ﬂ\Z(y)) Tybl[e=t£"],

[elr]

Formule vraie pour les noyaux invariants ‘convenables’.
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at principal
Formule des traces de S

Formule exphclte de P’ir P.;1119 orbitale de Bismut

@ On peut supposer
=%k, Ad(k)a=a, acyp, kK.

e 3(7) algebre de Lie de Z(7).
3(7) = p(7) ®E(7) avec p(y

~—

=3(MNp, Ey) =3(1)Ne.

Théoreme ( 2011) : Il existe une fonction explicite

J,(Y),Y € €(y) telle que

\al

Ty [e—th} — (2mt)~ dimp(1/2= 157

E[ E/p—1\ —ipE(Y) % ay
/w S (Y) Tr [p (ke Y nt)dmta) 2

On integre sur une partie de €, et pas sur p! Si v =1,
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principal
Formule des tre

[ g
Formule exphclte de 1 grale orbitale de Bismut

e 30 L 30 = Ker(ad(a)) C g.
30(7) L3(y) =p(7) ®E(Y) C 30, 30 (V) = by (7) D (7).

e Pour © matrice symétrique, g(@) = det!/? [Sinl?(g /2)]

La fonction J,(Y),Y € €(v)

PR S T
| det(1 — Ad(y))],«| 7~ A(iad(Y)ler))

. det (1 — exp(—iad(Y)) Ad(k1)

det(1 — Ad(k™1)],2 (1) det (1_exp<_zad(y>>Ad(k—1>

Siy =1, alors Ji(YV) = H pour Y € (1) = ¢£.
£
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Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de ’intégrale orbitale de Bismut

Intégrales orbitales et théoreme de l'indice

e Théoreme d’Atiyah-Singer (1963) :

Ind(D) = / A(TM) ch(F).

o Fonction A évaluée sur p et £ avec des roles différents
apparait dans la formule de Bismut.

o La formule donne un lien direct entre théorie de
l'indice et formule des traces.
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Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de ’intégrale orbitale de Bismut

G = SLy(R)

e G =SLy(R), X = G/K demi-plan de Poincaré
H={z€C : Imz > 0}.

e Sur C*(X,C),

1 1
LX=_A¥_Z.
2 8

o Z =TI\ X surface de Riemann compacte.
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Le résultat principal
wile de de Selb
F)uuule exphute de I’intégr ’llE‘ orbitale de Bismut

Formule des traces de Selberg (1956)

@ On retrouve la formule de Selberg

Tr[emz/g]: Z |al Z Tr[eka][emxﬂ]

~€I primitif, keN, k#0
[V]=[e®], a#0

+ Vol (2) Tel e AX/?]

DD L
vel prirnitif keN, k#0 2t 281nh<|7)
[v]=[e?], a0
N Vol(Z)e_t/s/e_y2/2t y/2 dy .
2mt R sinh(y/2) /2t

Terme a gauche de théorie spectrale,
Terme a droite dépend des géodésiques fermées.
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Le résultat principal
Formule des traces de Selberg
Formule explicite de 1 £ e orbitale de Bismut

Théorie de Plancherel de Harish-Chandra

e 1950-1970, Harish-Chandra : algorithme pour réduire
le calcul d’intégrales orbitales aux groupes de Lie de
dimension inférieure par méthode de séries discretes.
Fonctionne pour les noyaux invariants.

e Si v =1, formule assez précise

W]y v

J=1 aj€H; ,régulier R=HIR

e HETH ) dim(Vyg @ B)*Mop'h (af, ) da,
e Difficile de déterminer tous sous-groupes paraboliques,

séries discretes, et densité de Plancherel pf%i |
Int. sur partie de p. Moins explicite que formule de Bismut.
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Une formulation géométrique de I’intégrale orbitale

Fonction de déplacement et semisimplicité

e Fonction de déplacement d.,(x) = d(x,yx) est convexe
sur X = G/K.

@ v € G semisimple ssi d., atteint son minimum.

e p: G — X =G/K projection.

e v semisimple : v = ek, Ad(k)a=a, a€p, k€ K.
pL(y) Pespace orthogonale de p(v) = 3(7) Np dans p.

X(y)={2€ X :d,(2) =infyex d,(y)} totalement
géodésique est I'espace symétrique Z(y)/K (7).
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Une formulation géométrique de I’intégrale orbitale

e Coordonnées normales a X () dans X :

zo=pl X(V) =p(y) a0

d\(f) = lal + G| £
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Une formulation géométrique de I’intégrale orbitale

Forme géométrique de l'intégrale orbitale

° |67t£X (ZL‘,JZ/)| < Cefc’dz(x,x’)'

e Bismut : Forme géométrique de l'intégrale orbitale
P = [ e e df
p+(7)

L’idée est de localiser I'intégrale pres de X () via
déformation hypoelliptique avec un parametre de
localisation b — +oc.
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Histoire abrégée du laplacien hypo. géométrique

e En 2002, Bismut a construit laplacien hypoelliptique
d’origine géométrique agissant sur I’espace total du
fibré cotangent d’une variété riemannienne. Ce
laplacien interpole entre le laplacien elliptique classique
et le générateur du flot géodésique.

e Laplacien hypo. géom. de Bismut : £, = jya + 36 + 0.

1
Ozzi(—AV—i-]pF—m‘i"")a BI_LY+"‘7

Y générateur du flot géod., dots et 9 termes géom.,
e Bismut-Lebeau (2008) : fondements analytiques de la
théorie.
o Sur R, Ly|coo(gem) coincide avec opérateur de
Fokker-Planck.
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Cohomologie et oscillateur harmonique

o A(V*) =A*(V*) ® S*(V*) formes polynomiales sur
espace vectoriel réel V, d¥ opérateur de de Rham.
e Y champ de vecteurs radial sur V. Formule de Cartan :

Ly = [d",iy] = N4V,

Lemme de Poincaré pour (A(V*),d") : Cohomologie
de (A(V*),d") concentrée en degré 0 et égale a R.

e Via isomorphisme de Bargmann B : Ly(V) — S*(V*),
d:=B'd"B, d =B lyB.

Laplacien : [3, E*] = %( — AV + Y2 - n) 4+ NAT(V),
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Opérateur de Dirac de Kostant

e c(g),c(g) algebres de Clifford de (g, B), (g, —B).
o Ces algebres agissent sur A®(g*).

e Kostant a défini opérateur de Dirac D® € ¢(g) @ U(g),

tel que
D¥2 = (9 — ¢

o D? opérateur différentiel ordre 1 sur G.
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Laplacien hypoelliptique

@ On pose

~ 2 —] —px —Ex
Dy = D+ e[V ¥7]) + %(d” —id +d" +id").
GXKPZTX, etN:GxK{’,.
Soit X Iespace total de TX & N sur X.
° ]39, 9, induisent opérateurs DeX , D agissant sur
C®(X, 7 (A(T*X & N*) @ F))
~COX, AN (T"XeN)@S* (IT"X e N*)® F)
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Construction du laplacien hypoelliptique

Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

X _ _1pgX2 | 1eyX2
o Lif = 2D +2©b .

oV =YTX L YN e 7(TX ® N),YTX € TX, YN € N.

Théoreme ( ) On a
a f
LE=—+=+0.
b 12 + b +
o :%( _ATXON |y 2 gy n) + NATTTXeN")

B =Vyrx +c(ad(Y ™))
— c(ad(YTX) 4+ ifad(YY)) —ip® (YY),
1 2

9 :5’[YN,YTX]‘ .

Par Hormander, £ hypoelliptique.
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Construction du laplacien hypoelliptique

Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

° qlft((x,Y), (x’,Y’)), (x,Y), (2, Y") € X noyau pour

X
e—tﬁb )

Théoreme (

Pour 0 <e<M,3C,C">0tq VO<b<M,e<t< M,
(,Y), (2, Y') e X,

FACAoNCAD)
< Cexp ( . C’(dQ(a:,a:’) Y]+ m?)).
Quand b — 0,

Gy ((2,Y), (&, Y") — e " (z, ) (/2= (IYPHY'?).

Résultat d’analyse difficile.
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Invariance de l'intégrale orbitale

e Intégrale orbitale hypoelliptique Trl[e~*4] : intégrale
sur pt(7) x g.
Théoreme ( ) :Vb>0,t>0,

Tl [e*“"x] = Ty [e*“"f] .

Preuve

lim Ty [e*wﬂ — Tyl [e*tcx} .
b—0 s

2 TrD! [e*wﬂ = —t Tyl H@i(,e*tﬁf %@f“ = 0.
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Apparition de J,(Y)

e Quand b — +o0, Tr [e‘tﬁﬂ se localise pres des
géodésiques dans X () associées au minimum de d,.

@ Techniques d’indice local permettent de montrer la
convergence vers la contribution d’un opérateur modele
sur p X g.

e Un calcul donne la formule pour J,(Y), Y € £(v).
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Construction du laplacien hypoelliptique
Le laplacien hypoelliptique Preuve du résultat principal

Exemple : G =R

e G=Ralors K={0},ona X =R, et LX = —-—.

pe(z, ') le noyau de et2"/2,

e Par déf. de I'int. orb. Trl [efmx] = pi(0, a).

o N=0,X=TXON=TR=R&R.
On a pour (z,y) € R® R,

L= My+=—— My =

NA‘ (R) 1 (_ 62
b2
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ion analytique
Conjecture de Fried
Théoréeme de Shen : solution de la conjecture de Fried

Torsion analytique & fonction zéta dynamique

(F, V) fibré vectoriel plat sur variété compacte M.

(Q*(M, F),d) complexe de de Rham de cohomologie
H*(M, F).
e g™ métrique riemannienne sur M, et h métrique

hermitienne sur F'. d* adjoint formel de d.

D=d+d".
e Torsion analytique de Ray-Singer (1971)
dim M -
(=1)7j5/2
T(gTM, hF) = H det <D2|Q](M7F)> .
=0
e Si dim M impaire, et H*(M, F) = 0, alors T'(g"™, ™)

ne dépend pas de g™ h¥. On le note T'(F).

onan Ma Laplacien hypoelliptique et intégrales orbitales



T'orsion analytique
Conjecture de Fried

s . o N I . I'héoréme de Shen : solution de la conjecture de Fried
Torsion analytique & fonction zéta dynamique HEOTETIC en ution de la conjecture « -

Conjecture de Fried (1986)

e En 1986, pour une variété hyperbolique orientable
compacte, Fried a identifié la valeur en zéro de fonction
zéta dynamique de Ruelle (associée aux géodésiques
fermées) a la torsion analytique.

o Fried a conjecturé que ce résultat reste valable pour les
espaces localement homogenes compacts.

e En 1991, Moscovici-Stanton ont fait des progres
importants sur la conjecture de Fried pour les espaces
localement symétriques.
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T'orsion analytique

Pl o oo P T SN A I Théoréme de Shen : solution de la conjecture de Fried
Torsion analytique & fonction zéta dynamique

Le cas des espaces localement symétriques

e G groupe réductif connexe, X = G/K espace
symétrique.
[' C G discret sans torsion cocompact. Z = I'\ X et
m(Z) =T.

e p:I' = U(q) représentation unitaire. F' = X xp C4
fibré plat sur Z = I'\ X.

e On suppose m = dim Z est impaire, et H*(Z, F') = 0.
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ec
: solution de la conjecture de Fried

Torsion analytique & fonction zéta dynamique

e Pour [y] € [I'|\{1}, By}, espace des géodésiques fermés
dans Z dans classe d’homotopie [7], [},) longueur des
géodésiques associées.

Le groupe S! agit localement libre sur By, par rotation.

Ny = |Ker (S' — Diff(Bm))} multiplicité .

Théoreme ( 2016) : Sol. de la conjecture de Fried

e %)

Xorb(Sl\B )
Ryfo)=cxp | D Trlp(y)]=== =0
e {1} bl

est fonction méromorphe sur C, holomorphe en 0 et

R,(0) = T(F)*.
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analytique
ire de Fried
>me de Shen : solution de la conjecture de Fried

Torsion analytique & fonction zéta dynamique

e Partie la plus difficile : exprimer R,(c) comme produit
de déterminants d’opérateurs de Casimir décalés, et
identifier la valeur en 0.

e Shen établit d’abord que R,(c) est une fonction
méromorphe sur C et holomorphe pour Re(o) > 1.
Quand ¢ — 0,

R,(0) = C,T(F)*c"™ + O(c™™).
e Si H*(Z,F) = 0, Shen montre aussi
C,=1,1,=0.
Ingrédients : formule des traces de Selberg et formule
de Bismut.
Théorie de représentation unitaire sur les groupes

réductifs : Vogan-Zuckerman, Salamanca-Riba,
Hecht-Schmid.
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ure de Fried
Théoréme de Shen : solution de la conjecture de Fried

sion analytique & fonction zéta dynamique

Merci beaucoup !
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